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Sur la coincidence des surfaces dans I'espace projectif
O przystawaniu powierzchni w przestrzeni rzutowe;j

O cosuajxeHun IIOBCDXHOC’I'eﬁ B IIPOCKTHBHOM NIPOCTPAHCTBE

Soient donnés deux surfaces n-dimensionnelles V, et V. contenues
dans D’espace projectif P,.,,(n-+1)-dimensionnel. Nous nous occupons
du probléme: quelle est la transformation 7' de V,, sur V, qui fait corres-
]mndre a chaque variété plane V, , < V., V, | = P,, une variété plane

Vg itV Vg e Bl ou wPyet P; sont des plans n-dimensionnels de
P, .,. C'est-a-dire nous trouverons les transformations 7' conservant les
invariants du groupe projectif, déterminés sur les surfaces V, et V.

Dans le cas n = 2 ce probléme est analogue a celui, considéré dans
[3], concernant la détermination des surfaces par les courbes invariantes
par rapport aux transformations projectives.

Comme nos considérations concerneront un certain entourage d’un
point 0, nous pouvons y introduire les coordonnées affines «', ..., 2",
¢’est-a-dire nous posons z"* = 1. Dans ces coordonnées les surfaces V,
et V, sont données par les équations

(1) o=, ... 0" et g =2 (.0, i =1,...,0nt+1,

déterminées dans un ensemble ouvert et connexe A, u = (u', ..., u")eA.
Admettons que les mémes valeurs de «' déterminent les points M et M*
de V, et V) correspondants par rapport a 7.

Plagons V, et V) de telle maniére qu’on ait

(2) #'(0) = 2*(0) = 0, 7j(0) = z}'(0) = &jaf})(0).

ol xj = dx'jow’, i =1, ,n+1 j=1,...,n, 0=40,...,0), i o) est
le symbole de Kronecl\m Nous supprimons les signes de sommatlon par
rapport a ’indice répété deux fois, en haut et en bas. I.’indice contenu
entre parentheéses, p. ex. m‘,-i’ ne participe pas a 'opération de sommation.
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Soient données les équations des plans P, et Pj correspondants par
rapport a la transformation 7' sous la forme suivante:

(3) A;r' =0 et Ald' =0

respectivement, c’est-a-dire nous prenons en considération les plans
passant par le point 0. Admettons que les points m"(u) et #* (u) sont corres-
pondants par rapport a 7'

Substituons (1) dans (3); nous obtenons les équations suivantes

(4) A’ (u) = 0 et Afa* (v) = 0.

Ces équations déterminent le méme sous-ensemble A(P,) c 4, car les

points et les plans sont correspondants par rapport a 7. En vertu de [1]

on peut résoudre ces équations par rapport & «', si A;2}(0) = A4,2}(0) # 0,
ATz (0) # 0,

(5) 16 = Wt im0l A gynsey Ay

S T (s rvioieny Myl g b ooy i)

Si nous substituons (3) dans (4), on ohtient les identités suivantes:
(6,) A [ur (P, u Ay A, W, U] =0
(6,) AT Ut (P, o, ALy, ARy, W L, W] =0,

Dans la suite de ce travail nous écrirons presque exclusivement les
expressions concernant la surface V,, les analogues pour V, peuvent
étre obtenues en mettant le signe* en haut des lettres correspondantes.

Dérivons (6,) par rapport a uW,p =2, 40,6t Ay, g=1,...,0+1.

Les dérivées du* [ou”, dz' |0, du’ /aA,, seront désignées respectivement
par wu,, j, up. Nous obtenons au point

(7,) Ayl 4ah) =0, i=1,..,0+1,p=2,..., 0,
(7,) 4 Ay =0, 4,Q=1,...,n+1,

En vertu (2), ces identitée prennent au point 0 la forme suivante
(8,) Aymyuy+a,z) = 0 oun ), = A,2f)/A,x),

(8,) up = 0.

Comnie les coefficiénts 4; et aA; déterminent le méme plan, nous pouvons
poser

A, = A

Or, u, prend les mémes valeurs pour V, et Vj, d’ou, en éliminant ),
de (8,) et son analoque pour la surface V}, nous obtenons

(9) A; = A, i=1,...,n.
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Dérivons (7,) et (7,) deux fois par rapport & »”, p = 2, ..., n.
(10) A (a0}, w4+ i) ) - 2, why + @by uh + 25,1 = 0,
(11) up+af'p+At[(‘”ll“n"'xn)"@‘i‘“‘n“op] =0,
(12) (Jll"l)+x1p)“n+7'1 Upy, +'a"m"p+7' + A {l( wlll"p+x1p1)"n'+
@y U+ T ’”pmmr)l"(.)‘f' (zll"p+m:p) "01)‘*“”1 Ugpp} = 0.

En vertu de (8,) et (2) ces identités prennent au point 0 la forme
suivante:

(10, Ay As(aba b + 20y 4 a) = 0,
(11,) P ub 4o+ Aziug, =0,

(12,) @ uhey+ 200 up+ 2, + P g, 4
I A,-(2mi,'u-;,u}3,, - 20y, ubp) + Ay UGy, = 0,
De (11,) et (8,) nous avons pour () =1 et Q =p
(13,) ulp = syup[z A, = Apa) (A2, p=2,. . m, I'=1
(13,) up, = —af)fAd, 1y, P=p,
et de (10,) et (8,)
(14) F(z, A) = — A, 3} up,
= A‘[a?:,(A,,w}g;/A,m})z—Qmi,,A,,ib‘{;;;/Alfv}+m:,,,].
De (12,), (13,), (13,), (8,) pour @ =1 et @ = p nous avons
(18) Gi(@, A) = — A, 2 ujpy = @ (Apal) A, 2)) — 23], Apali) [A, 2} + @pp—
— A2 (4,05 4,2 — 21, Apafp) | A1 4 @3] 4y +
+2‘4,-[—-,1:“A.,,:r(,,,/A,xl+w,,,]A,,a:}}f}/ A,) )
(165)  Gyla, A) = — Ay @yuppp = A (Apr() | A,a)) — 20 A alf) | A, 2 +-
1+ 2 — 24:(— 21, A, B} A, 24 + o, ) al) A ),
ou, plus briévement en ajoutant les termes semblables
(15,)  Gi(z, 4) = o}y (4p0(5)/41@1)" — 201y A2} Ar i+ T —
— A3} (Apa{f) [(4) (21)} — 4y 4,35 [(41) 0} + 25/ Av ],
PR= 28 an.5 Neuip=iplyire it 1
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Naturellement, comme 4; = A pous ¢ = 1,..., %, nous avons

(16,) Fio, 4) = B(a*, 4%),
(16,) Gz, A) = Gy(a", A7),
(164) Go(@, A) = Gy(a”, A7),

(A) Admettons que les plans Pi:a' =0 et P} o' =0, i =1,...,n,
sont correspondants par rapport a la transformation T (c’est-a-dire les
variétés V,_, et Vi , de V, et V; sont contenues dans les mémes plans
de coordonnées). Substitons 1 dans les équations de ces plans; alors on
obtient

(17) @ (n) = 0 et 2* (u) = 0

qui déterminent le méme ensemble 4(P;) = 4, car P} et PS' sont correspon-
dants et les point corlespondants par mpport a T ont les mémes coordon-
nées u'. Puisque z{j)(0) = z{{(0) # 0, on peut résoudre (17) par rapport

\

a '
=ty W W), = (L W),
jA, 0=t
Substituons ces «* dans (17) et dérivons les identités obtenues deux
fois par rapport & «” et «*,; p, ¢ # 1. Nous aurons an point
(18) m("i)uip'—kxf, =0, .r-'r,-'.] uj, Fay =0
(19) (m:i) () u}l + wf,),,) u}, + mzi)1¢:,q + m;,(i) u,j - m;,q = ()
et au point 0 (vu (2)) u), = uy =0, i # p,
a:(,)um-i- arpq =10 ‘.,u,,q—F :r,,q =0, d'ou
(20) mm=a;,,,, pour p,q #1; p,q,t = 1,...,n.

D’apreés (20), les identités (16,) ne contiennent que les termes avec
Ay, Ap, Ap,, et A, ., done les équations (16,) et (16;) prennent la forme:

(21) — DA, /A, 2, (AP A, 2}) + 21,3 A, A @)+
+ 42D ol A, (A, 2+
+ Ap o1 [— 300 (Apa@) (A, (21) + a7y A al) (A oy —ap ' [A)]
= la méme expression avec signes* en haut des lettres correspondantes;
(22)  — 4o AafD) A w1+ 2} — 2(— ay, Apal) | A, 2y + 2y wff) 2 —
—2An [ — o A (@) (A, 2)) + o  aln) [ Ay i)

= la méme expression avec le signe * en haut des lettres correspondantes.
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Ilerivons ler identités (21) et (22) rous la forme plus simple:

(21,) @ (Ap/A ) b A A A le (4 (A) +dy A, (A + e 4] =
ay (A, [A,) + b7 Ay A+ An (6] (A) (A, 0 Ap[(4,) 4t [A,]
(22) @Ayl A, by —24, (¢, AL [(A) +dy/A,] =
2 Apl A+ by — 245, (7 4p/(A)) +d3 /4]

Posons
,Iai = (li—(l?, /Jb,' = b"—b?, 1 = 1,2.

Alors (21,) et (22,) s’écrivent
(23)  Aa,(Ay[A\V + Ab Ay A+ A [0 (4p) [(A)' +dy Ay (A +
+e/A,] = Anale] (Ap) [(4) + &) Ap (A1) + €1 [4,];
(24)  Aa,4,/4,+ Aby—24,. [ A,/(4,) +dy/A,]
= —24;..[6 4, /(4] +d:[4,].

De (23) et (24) éliminons Ay ., et multiplions le résultat par les déno-
minateurs. Alors, comme 4, , ne dépend pas de A4, et 4, donc, les par-
ties de cette identité na contenant pas de termes avec A, ., doivent étre
identiques; c’est-a-dire

(25) —2[da,¢; (4,) /(A1) + Abyc; (4,)(A,)*+
L Aaydy (4, (A) -+ Abidy Ap[(4,)']
= Aayci(4,)'[(4))' + daydi (4,)°[(4,)" +
+ Aagey Ap[(A,) + Abyel (4,)"[(4,)° +
+ Ab,dy 4, /(A,) + Abyer[A,.
Comparant les coefficients dans (25) nous obtenons
(26) —24da,¢; = Aayey,
Cest-i-dirve, si Azj = 2jp— i,

. . - l
2 — 2 ), (2} [2)) + $ A2} o ) [ — 20 (2} )

=[—1 J-”’(lﬁ)("fm;/xl)' + 24y, (m}?);/ml P —3ay ! w(p)/xl

(n) 1,

ou, Ay, o) oy —2 128 = 0, lorsque zi*'(0) # 0, done d’aprés (21)
ot (21,) Jda, = 0 et de (26)

(27) Aa, = 0.
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Enguite
(28) Ab,c; + Aa,ds = Aayd; - Abye; ou Abye; = Abge;
cest-a-dire [— A28)+ 24z, a0} (2} 1[ — o0+ (aff) 1)’ ]

= (20} — 2 4w, a3} [ ][ — 3ol (a3} )],
d’our
Ax() — 2 Az, 25} [z} = 0, ou en vertu de (21), (21,) et (28) 4b, = Ab, = 0.

Done, dans les identités (21), (22) ou (16,), (16,) restent seulement
les membres contenants A, ., et 4. ,. En divisant (16,) par (16,) nous
obtenons G,(z, 4)/G,(z, A) = G,(z*, A*)|G,(z*, A*), ou en vertu des
résultats préceédents les coefficients A, ., et Ay, ne figurent plus. Donc
lidentité G, (z, 4)@,(z*, A*) = G,(z*, A*)G,(x, A) se présentera sous
la forme suivante:

— 320 a7 (4p) ()t (A2 (1) + 4ty 2l (Ap) (a(h) (A0) (2) —
— &l Ap (2B (A1) (1) 4 3ay 2lp T (4,) (26 (A (1) —
—4aiy ol Ap () /(AN (@) + @ @l ) (AL )
= — 37l (A,) (3’ (A, (21)* + 4oty oy (Ap) (2) [(44)* (1) —
— 423, " 2 Ay (al) [(A,) ' (21) — app T Ap (af3) (4, (1) +
+ 32y (Ap) (@n) (4 (@) + 2l 2 (A, i
in comparant les coefficients, si A4; sont variables, nous obtenons

n+l _snil n-- 1l enil m il _nil -l ng-l
40, Ty F 3y Ty = dayy, on 30, T,

n1 _nil

w1 en+1 nil onil L S I TS |
— @, By, — 4y, B, = —rp, @y —Awy, T Ey, ,
d’on
nil _®sniyl a4l _nil nil_®ni1 _ _#satl _n+l
(29) @pp Ly =Tpp Ty 4 Tip T =Xy Ty
nil _®nl il 71
27.”” (I)m =3 ’.”m, m,,, .
Posons an point 0
N+l *4l
(29,) I, = axr;,; ,
alors de (29) nous avons
n4l 41
(29,) Typ = A%y
LI W— T |
(29,) Tpp = @Epp

d’oui, en vertu de (16,) ou (164) nous obtenons

(30) An,, = ad,,,, & = const.
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Fixons maintenant les points M (z',...,2""") et M*(z*,...,2"*")

appartenant aux surfaces V, et V respectivement et correspondants

par rapport & 7. Alors, pour les plans correspondants contenant 0, M
et 0, M* respectivement nous avons

A2 =0 et Al2* = 0.
A, .1 et A} | sont ainsi déterminés par les autres A; et M, M*,
(31) —Ap, = A2 (20,0, Af., = — A" = ady, j=1,...,n0.
De (31) nous avons identiquement
(31,) aA;? |z, = A" g™
d’olt en comparant les coefficients, si 4; sont variables,
azj/zn+l L= zti/ztn.u_

Posons 2*"*! = b2"*! alors 2% = abd, j =1, ..., n,

ztn+1 |, bzﬂ+l’

ou briévement
(32) 2 =a'bs', a" =a=const., i =1,...,n, a"' =1,

pour tous les points M et M* correspondants par rapport & T et tels que
24k 2 ORI o
De (32) nous obtenons en dérivant

(32,) 28 = a'b,2'+ d'be,,.

Fixons deux points  My(x' (%), ..., a" () et My (x* (w), ...
vy @ N u))y Mg < Vo, My < Vi,
correspondants par rapport 24 la transformation 7.

Il existe une application projective de P,  , sur soi-méme qui transforme
Vs en la position satisfaisant aux conditions (2) et (A). Ces conditions
exigent n+1+n(n+1)+n =n?+3n+1 paramétres du groupe pro-
jectif (0* >0 = n+1 parameétres, 7{(0) »>7,(0) = n(n-+1) paramétres
et la droite #; = 0, ¢ = 1,...,n, est I'image de l'intersection des plans
P, i=1,...,n, correspondants aux plans &' = 0 par rapport a T =n
paramétres, car 0" — 0 était déjd compté). Comme le groupe projectif
dépend de (n+2)2—1 = n2+4n-+3 paramétres, il existe une application
projective qui satisfait en outre aux conditions (voir (32)):

(33) Be(thg) = 0, 1 = 1,.,.9%,
(34) o' (1) = a*" ()

(35) a" () = 2™ (wy)
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au point fixé M, Cela donne »-{ 2 conditions supplémentaires et ainsi
nous avons utilisé tous les parameétres n2+3n+1+n+2 = n2+ 40+ 3,
c’est-a-dire application projective satisfaisant a ces conditions est déter-
minée d’une facon univoque.

in vertu de (34) et (32) nous avons

(36) Ti(uy) = 7 (ny), i =1,...,n+1,
est-a-dire M, = M, ,

(37) T

(38) b(ug) 1

et de (32))
(39) J?;,(‘llo) = arl',"(uo), T IR SREIL s o e~ [ L LRy D ) 1Py

De (37), (30), (32) en profitant de la continuité nous obtenons, si ()
signifie le rayon-vecteur (z'(u),...,z""'(u)),

(40) r* (1) = b(w)r(u)
dans un entourage de 0 et
(41) Al = iy i =dyu.., 01,

pour les plans correspondants par rapport a 7 et contenant 0. (Nous

utilisons ici des vecteurs exclusivement pour abréger D’éeriture).
Considérons tous les plans P,(M,) et P;(M,) contenant M, et corr-

espondants par rapport a 7. Leurs équations

(42) Br4+ B =0et Bila' - By, =0,i=1,...,n+1,

satisfont aux conditions

(43) Bix'(ug) + B, ., = 0 et Bia*(u,) - Bh., = 0.

Comme B, et ¢B; déterminent le meme plan, nous pouvons poser

B te =By 21

"z

Substituons (1) dans (42), alors les équations
(44) Bix'(u)+ By.s = 0 et Bfz* (u)+ B,,, = 0

déterminent le méme ensemble A(P,)

En verty de (1], si B;x (1,) + 0, nous pouvons résoudre (44) par
rapport a !
(45) W= T LR, T Bas)

L] 2 L] *
' = R B Y B S)

L]
et on a u' = u"".
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Substituant (45) dans (44), nous obtenons l'identité suivante:

(16) B,-m'[u'(ug, o rn T B At R dus LBl Beps’ =10
REa™ [u' (o, ... u By, . B ), 0w By =0
Dérivons (46) par rapport & " et B, Désignons
o' 0B,

By up + Bz = 0, By 2} w, - 13

u,",.

SuDT=eh gy

4 Biziuh =0, 24 BlaTuge =054, =1,...,n+1

Birjul o +1 =0, Blal uwyyy4-1 =
Pui B,. =58 a uy Vo2 Aol
uikque B, ., = B, ,, on a ny ., = iy ,, d'ou

Bz} = Blal, Bix), = Bix)', p =2,

=2,..,n.
In vertu de (36) et (39) nous obtenons au point M,

(Bf = Ba)j (1) = 0y § = 1y ciiym,
(B — Bax'(ug) =0, i =1,...,n+1.

Nous avons obtenu un systéme d’équations linéaires homogeges,
d’on les vecteurs r;(u,) et »(u,) étant linéairement indépendants

B =Byydim= 1,5y N 2.

Mais alors les points MeV, et M*eV) correspondants par rapport
a2 T se trouvent sur une droite passant par M, car ils appartiennent
simultanément & chaque plan contenant les points M, et M. Done

r* () —r(ug) = k[r(u)y—r(n,)].

IY’autre part

rf(un) = b(w)r(u), d’on

br(u)—r(uy) = kr(w)—kr(uy). Cela nous donne

b=k, k=1, done b =1 ct r*(n) = r(n)

dans un antourage du point 0.

Nous avons démontré que les surfaces V', et V) sont identiques aprés
une transformation projective de P, ,, dans un entourage du point 0,
si o, 1 (0) # 0, ¢’est-d-dire la forme fondamentale de V', n’y est pas
identiquement égale a zéro (done 1, n’y est pas un ensemble plan).
Nous avonsg aussi démontré que dans ce cas les plans correspondants
par rapport a4 7'y sont identiques. Considérons deux peints quelconques
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MeV, et M* eV, correspondants par rapport a 7. Le point M est déter-
miné par n+ 1 plans différents coupant cet entourage, c’est-a-dire nous
prenons n-+ 1 plans contenant un seul point M de V, en commun. Mais
le point M* se trouve dans chacun de ces plans, parce que les plans corres-
pondants par rapport a 7' sont identiques dans cet entourage de 0. Donc¢
nous avons M* = M pour tous les points correspondants des surfaces
V. et V.

Ainsi, nous avons démontré le théoréme suivant:

Théoréme. Soint données deux surfaces n-dimensionnelles V, et V,
de classe C®) contenues dans Vespace projectif (n-+1)-dimensionnel P,
el n’etant pas des ensembles plans. Si application biunivoque réguliere T
de V, sur V, fait correspondre a chaque variété (n— 1)-dimensionnelle plane
Vaor ©€ Vpy Vo1 © P, une varibté (n—1)- dimensionnelle plane V,_,
c Vi, Vay c Py, ou P, et P, sont des plans n-dimensionnels de P, |,
alors il existe une transformation projective 1’ de P, ., identique a T sur V,,.

Ce théoréme de prolongement des transformations peut étre énoncéd
sous la forme plus simple:

Si V, et V, sont des surfaces n-dimensionnelles de classe €, conte-
nues dans ’espace projectif n + 1 dimensionnel P, ,, alors la transforma-
tion T, réguliére biunivoque de V,, sur V, conservant tous les invariants
projectifs déterminés sur V, et V3, est une transformation projective
de P, ;.

Nous disons ici qu’une transformation 7' déterminée sur 1’ensemble
A < V appartient au groupe de transformations G de V, s8’il existe 7" G
identique & T sur 4.

Le théoré démontré ne reste plus vrai pour les surfaces de classe (¥,
méme convexes, ce que montre ’exemple du plan brisé dans’espace affine
3-dimensionnel.
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Streszczenie

W pracy dowodzi si¢ nastepujacego twierdzenia:

Niech dane beda dwie n-wymiarowe, nie bedace zbiorami plaskimi,
powierzchnie V, i V; klasy C', zanurzone w n -1 wymiarowej przestrzeni
rzutowej P, ,. Jefli odwzorowanie wzajemne jednoznaczne regularne 7'
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powierzchni V, na Vj, przeprowadza (n— 1)-wymiarowe plaskie rozmai-
tofci V, , <V, Vo, P,, W (n—1)-wymiarowe plaskie rozmaitosci
Va_, c Vi, Vo, c P}, (gdzie P, i P), 83 plaszczyznami n-wymiarowymi),
to istnieje odwzorowanie rzutowe T” przestrzeni P, , identyczne z T na V,.

Peswome

B pabore mokasbiBacTcAa cliefyiollad Teopema.

Jlanpt e n—mepunie mnosepxuoctH V, n V) kmacca C®) B (n+1)
-MepHOM MpPOCKTHBHOM lipocTpanctse P, ,, He HBisIOUMECA ILIOCKUMM
MHoO#ecTBaMu. Ecii oToGpaskenne B3aMHO OXHO3HAUHOro T 110BEPXHOCTH
V, mua V) nepeBoiut Bce (n—1)-MepHble ILLIOCKHE MHOr006pasus
Vaoro<c Vay Vo< P, B (n—1)-Mepuble IuloOCKHe MHOroo6pasus
Va_,c Vi, Vi, c Py (rne P, v P;, ABIAIOTCA n-MePHBIMH ILIOCKOCTAIMH),
TO CyulecTByeT NMpoeKTHBHoe orobpaenne T  npocrpancrsa P,,,, nieH-
thaHoe T Ha V..






