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TATbAHA TI.33POXHU

06 aHa.MTHYeCKHX (YHKUHAX 0006wenHbix kaaccoB Iluabaa
O funkcjach analitycznych uogolnionych klas Schilda

Sur les fonctions analytiques appartenant aux classes de Schild geénéralisées

B nacrosuweil 3aMeTKe YCTaHABJIMBAWTCH HCKOTODbIE OLIEHKM MJIH
KiaccoB QYHKIMil, peryjiipublx B Kpyre |2/ <1 u Kpyropoit oGaactu
1 < |2| < 400 ABAAKIUXCA 0606meHueM KiaaccoB, BBejienHbIx Iunb-
nom [3] u JleBanpmoBckum [27].

I

Bynem paccmatpuBats kiace Shy, peryinsapHbiX B Kpyre [2] < 1 dyHiumit
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Bynem paccmatpuBath Kinace Shy peryiaspHbx B obimactu 1 < 2] <
< +o00 pyHKIMI
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WaBecTHO [1], yto GyHkuMi wkmaacca Shy p-TUCTHBIE I 3BE3;(HbIE
B ob6mactn 1 < [2| < 400, T. €. IA HUX Bblo;IHAETCs1 yeaoBue R(zf'[f)
> 0 B 3rToif oﬁnacm

Teopema. Ecau d, paduyc kpyeoeoit obaacmu d, < |w| < +oo, no-
Kpblgaemoli 06paszom kpyzo06oli ob.aacmu r, < [2| < +oco npu omo6paxncenuu
w = f(2)eShy,, 2de r, — paduyc evinykaocmu @ynuxyuu f(2), a Dy — paduyc
Kpyzogoii obaacmu, nokpsieaemoii 06pasom kpy2080ii obaacmu 1 < [z| < oo
npu mom xce omobpaxcenuu, mo d,/D, npurnumaem 6 Shy, aw06oe 3HaveHue
3 (1, 4o0).
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JlorasaTeibCTBO NMPOBOXUTCA TOYHO TaK sKe, KAK M B L.
YKasaHioe HepaBeHCTBO [OCTHraeTcsi, KaK JIeTrKo YGeXUThCH, eCiu
(yHKUMA a(x) MMeeT OJHY TOYKY pocTa nmpu x= b, T.e. pynkruuecit (15).

Teopema 6. [Jaa ynryuu feS; u ee npouseodnoli cnpaocedausst oyeHku
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MEHBY30BCKU CEMMHAP MO TEOPUM AHAJUTUYECKUX U ObB-
OBIIEHHLIX ®YVHKLUMNA NOJA PYKOBOJCTBOM IMPO®. 10 KTOPA OU3.-
-MAT. HAVHK, B. A. 3MOPOBHUYA — HKHUEB.

Streszczenie

Zajmujemy sig tu paroma klasami funkeji analitycznych, bedacymi
uogélnieniem tych, ktére zostaly juz dawniej wprowadzone przez A.
Schilda [3] i Z. Lewandowskicgo [2].

W rozdziale I rozpatrujemy klase Sh, zlozona ze wszystkich funkeji
postaci (1), holomorficznych w kole jednostkowym domknietym C =
= {z:|2| <1} takich, ze a,,,_, = 0 i (2). Oznaczamy przez d, promien
kola pokrytego obrazem f(C",o) kota C’,o = {2:|2] <1y}, gdzie r, oznacza
promien wypuklodei funkeji f(z), a przez D, — promient kola pokrytego
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przez f(C). Dowodzimy nieréwnokci (3) waznej dla calej klasy Sh, i stwier-
dzamy, ze réwno$é¢ zachodzi jedynie dla funkeji (4).

W rozdziale II jest mowa o klasie Sh;, utworzonej z funkeji typu (8),
holomorficznych w obszarze C* = {z:]2] =1} i ezyniacych zadosé wa-
runkowi (9); s3 one p-listne i gwiazdziste w C* [4].

Jedli dy > 0 oznacza taky liczbe, Zo obszar {2:d, < [2| < 4 oo} jest
pokryty przez obraz f(C",o) obszaru (7,0 = {2:|2] = r,}, gdzie 7, jest znown
promieniem wypukloéei funkeji f(2), i jesli D, oznacza liczbe o tej wla-
snoéci, ze obraz f(C*) pokrywa obszar kolowy {2:D, < |¢] < + oo}, to
okazuje 8ig, ze stosunek d,/D, moze w klasie Sh}, przyjmowaé kazdg war-
tofé rzeczywistg dodatnig.

Niech B bedzie kolem |z| <1 rozcietym wzdluz odcinka (—1,0),
a 8; zbiorem wszystkich funkeji holomorficznych w B, o postaci (11),
gdzie a(z) oznacza jaka$ funkeje rzeczywistag i nierosnacg w przedziale
(2, +o0), spelniajgcych warunek (12). Otéz w rozdziale I1I pokazujemy,
26 funkeje tejze klasy sg gwiazdziste i spelniaja nier6wnoéei (13). Promieri
wypuklodei 7, dla calej klasy N; dany jest formuly (14), podezas gdy (15)
przedstawia odpowiednia funkcje ekstremalng. Jezeli f(z)eS;, to obraz
f(B) pokrywa koto |w| < (b—1)/(p-+ b—1) z rozcigciem wzdluz odcinka
{(—(b—1)/(p+b—1),0)>, a obraz kola |z| <. r, z rozcigciem na odcinku
{—14, 0> pokrywa kolo |w]| <ry(1—7*®"") rozcigte wzdluz odcinka
(=11 =nCD, 0).

Jezeli f(z)eS;, a 7, jest pierwiastkiem réwnania (17), to funkeja %, ,
dana wzorem (18) spelnia w obszarze B nieré6wno$é (19). W klasie S;
stosuja sie oszacowania (20) moduléw funkeji i jej pochodnej.

Résumé E sl
ROLN

Nous nous occupons ici de quelques classes de fonctions analytiques
constituant des généralisations de celles qui ont été introduitesr dans les
travaux de A. Schild [3] et de Z. Lewandowski [2].

Dans le I chapitre, nous envisageons la classe Sk, de toutes les
fonctions de la forme (1), holomorphes dans le cercle fermé €' = {z: 2| < 1}
et telles que a,.,_, = 0 et (2). Nous désignons par d, le rayon maximum
d’un cercle recouvert par l'image f((_l’,o) du cercle (7,0 = {2:]2] <7y}, 7o
étant le rayon de convexité de la fonction f(z), et par Iy — le rayon ma-
ximum d’un cercle recouvert par f(C). Nous démontrons que 1’égalité
(3) a lieu dans Sh, et que le minimum est atteint pour une et une seule
fonction (4).

Dans le II° chapitre, il est question de la classe Sh; formée des fonc-
tions (8) holomorphes dans C* = {z:|2| > 1} et satisfaisant & la condi-
tion (9); elles sont p-valentes et étoilées dans C* [4]. Si d, > 0 désigne
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le nombre maximum tel que le domaine {2:d, < |3| < + oo} soit re-
couvert par I'image f(C;) du domaine Cj = {z:[z| =1}, 7, étant le
rayon de convexité de la fonction f(2), et 8i D, désigne le nombre maximum
tel que {z: Dy < |2| < + oo} C f(C*), alors le rapport d,/D, peut admettre
dans Sh; toute valeur réelle positive.

Soit B le cercle |2| < 1 avec une coupure le long du segment (—1, 0),
et §; la classe de toutes les fonctions de la forme (11), ou a(x) désigne
une fonction réelle non décroissante sur l'intervalle (2, +oc), holomor-
phes dans le domaine B et assujetties & la condition (12). Or, nous mon-
trons, dans le III°® chapitre, que les fonctions de la classe S; sont tou-
jours étoilées et remplissent les inégalités (13) dans le domaine B. Le
rayon de convexité r, pour toute la classe S; est donné par la formule
(14), tandis que (15) représente la fonction extrémale correspondante.
8i f(z)e8;, 'image f(B) du domaine B recouvre le cercle |w| < (b—1)/(p+
+-b—1) muni d’une coupure le long du segment (—(b—1)/(p+b—1), 0>
et I'image du cercle |z| < r, avec une coupure le long du segment { —7,, 0),
recouvre le cercle |w| < r5(1—72*~") coupé le long du segment ( —rh(1—
—r"D, 0).

Bi f(2)eS; ot s8i r, est la racine de 1’équation (17), la fonction %, ,
donnée par (18) satisfait, dans B, & l'inégalité (19). Dans la classe 8;
ont lieu les limitations (20) pour les modules de la fonction et de sa
dérivée.,

Annales t. XVI, 1962 n






