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Sur quelques applications de la formule de Parseval

O kilku zastosowaniach wzoru Parsevala

§ 1. Si f(z) = a0+a1 z + ...+anzn + ... 
et g(z) = bo + biZT ... b„z"+...

sont des fonctions holomorphes dans le voisinage de l'origine il en 
est de même avec la fonction

H (z) = H (/, g) = a0 b0+ax z +... +a„ bn z" +... 

et l’on a la formule de Parseval

où C est une courbe simple et fermée contenant l’origine à son in­
térieur, située dans la région de holomorphie de /(z), parcourue dans 
le sens direct et choisie de manière que lorsque le point z décrit C 
le point w = t x z-1 reste dans la région de holomorphie de g (z) et 
cela quelque soit t de l’intervalle 0<f< 1. C’est en utilisant cette 
formule que M. Hadamard a démontré son célèbre théorème sur 
la multiplication des singularités *)•

Nous allons déduire de cette formule quelques applications ayant 
des rapports non pas à des singularités de H(z) mais au comporte­
ment de cette fonction dans la région où elle est holomorphe.

*) Acta Mathematica 22, 1898. Cf. aussi P. Monte!, Leçons sur les séries des 
polynômes à une variable complexe. Paris, Gauthier-Villars, 1910, p. 34 et suivantes. 
L. Bieberbach, Encykl. d. math. Wiss. II C 4. Neuere Untersuchungen über 
Funktionen von komplexen Variablen p. 465.
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§ 2. Si f (z) et g (z) sont holomorphes dans les cercles z | < R1 et 
z | < R2 respectivement on peut prendre pour C une circonférence de 
centre origine et de rayon — b où b est un nombre positif ar­
bitrairement petit, il en résulte que H(z) est holomorphe dans le 
cercle | z | < Âj jR2. De la formule (1) il résulte immédiatement que si 
/(z) et g(z) sont holomorphes dans les cercles | z | < .R,. et |z|<R2 re­
spectivement et si l’on a f (z) | < et | g (z) | < M2 dans ces cercles 
on a ! H (z) | < Afj M2 dans le cercle | z | < R1 R2. En posant, par exem­
ple, f = g = a0+...+a„zn+.R1 = R2 — M1 = M2= 1 on voit que si 
k est un entier positif quelconque la fonction fk(z) =ak0 + ... + a^ z " + ... 
est holomorphe dans le cercle | z | < 1 et que l’on a | fk (z) | < 1 dans 
ce cercle. On peut généraliser ces résultats. En effet, en posant:

2*
Il (r, g) = g (r e'e) | d0

on tire de la formule (1) l’inégalité:
\HM\<Max\f(zVl-I1( 7, ,g) 

1*1 — 0 \ u 1(2)

(ła|-<Ą, <tf2)

d’où l’on déduit immédiatement l’énoncé suivant:

I. Si f (z) et g (z) sont holomorphes dans les cercles | z | < et 
j z | < R2 respectivement et si l'on a | f (z) | < Aft et 1Zj (r, g) ' < M2 dans 
ces cercles la fonction H (f, g) est holomorphe dans le cercle 
z | < R1 R2 et l’on a | H {f, g) ] < M2 dans ce cercle.

§ 3. Voici une autre application de la formule (2). Supposons 
que f (z) = a0+ax z +... + an z" +... soit holomorphe dans le cercle | z |< 1 
et que

g (z) = es°+e9ï z+.. .+e8n z"+... avec | a„ | = an een

En posant x — r < 1 et | u | = l/r on tire de la formule (2) l’inégalité: 

V | a„ | r" < Max | f (z) | • Zx (ÿr, g)
I il = \/Z



Sur quelques applications de la formule de Parseval 25

Or il est bien connu que Ir (r, g) < /2 (r, g) où l’on a posé;
2n

(r> g) — [ 2n I g(r e 2 J 2

o
et que [J2(r,g)]2= l + r2+r4+... + r2"+... =(1—r2)-1, on obtient donc 
l’énoncé suivant:

II. Si f(z) = a0+alz+...+anz'+... est holomorphe dans le cercle 
| z | < 1, si l'on a | f (z) | < M (r) pour | z | < r et si 9Jt (r)=|a0| + |a1|'r + 
+ ... + |a„| r"+... on a l’inégalité:

(3) 2JI (r) < M Q/r) • (1—r) 2

Si en particulier Àf(r) = O(l— r)~“(a>0) il en résulte que 
î

3K (r) = O (1 — r) 2 nous retrouvons un résultat de Hardy2) qui a 
d’ailleurs montré que l’exposant —a — £ ne saurait être amélioré et 
que si f(z) est bornée on a même 2Jl(r) = o(l — r) 2 .

Remarque. Il est toutefois possible d’améliorer l’inégalité (3).
En écrivant

5DÎ2(r) = a0 j2+ ... + ( |a0 ; : an | + | aj | an_t ! +... + a„| |a0|)r"+... 
et en profitant de l’incgalité:

I ao I an I +1 ai ! | a„_! | +... 4- |.a„ | j a0| < | a012+... +1 a„ I2 
et de l’égalité:

[/2(r,/)]2 = |a0|2+...-b|aJ2r2n+... 

on obtient de suite l’énoncé suivant;
Ha. Dans les conditions de l’énoncé II on a l’inégalité:

W 3n(r)<J2(l/rJ)(l—r)-^

Lorsque |anI = 1 (n = l,2,...) ona dans (3') le signe d’égalité.

§ 4. Une autre application de la formule de Parseval, tout 
aussi immédiate est la suivante;

III. Sif(z) et g(z) sont holomorphesdans les cercles\z\<Rlet\z\<R2 
respectivement, si l’on a | arg /(z)|<an et\arg g(z)| dans ces

*) Quart. Journ. of Mat 44, 1913, p. 147—160.
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cercles et si a+P<y on a | arg /7 (z) | <(a+/S) ji dans le cercle 
\z\<R1R2.

En effet, la courbe C est une circonférence de centre origine par- 
c/zcourue dans le sens direct, donc l’expression est positive et l’as­

sertion de l’énoncé III en résulte de suite.

Supposons que /(z) = l + a1z+... soit holomorphe dans le cercle 
I z | < 1 et que l’on ait dans ce cercle | arg f (z) | < où к est un en­
tier supérieur à 1. En appliquant к fois l’énoncé III et en posant 
Zfc(z) = H-a^z+...+a„ z"+... on obtient l’inégalité | arg (z) | < y, il

en résulte d’après C. Carathéodory3) que I a kn | < 2. Nous pou­
vons donc énoncer le résultat suivant:

IV. Si f (z) = 1 + a1 z+... + anz"+... est holomorphe dans le cercle 
i z ! < 1 et si Гоп a dans ce cercle | arg f (z) | < où к est un entier,

on a I an |<2fc (n = l, 2,...).

Supposons maintenant que 0<k<l. Si | arg f (z) | < on a, d’après 
un théorème connu de Littlewood4) l’inégalité:

ie JL к d&

2 л

I an | <yy" J'i/(r eie) ! c/0< r-n H où | z I = r < 1 et H =
0

2 л

= J_ f I l±r£ie
2 Jtj | J— 

о
2л

1 Г I 'ö1 l VCConsidérons pour le moment l’intégrale L = 5— ------yzZ Л J I 1—re d&.

Pour évaluer cette intégrale remarquons que l’on a I z (l—z) 1 | < 
< r (1—r)-1 pour | z | < r et que z (1—z) 1 est univalente dans le cercle

’) cf. p. ex P. M o n t e 1 Leçons sur les fonctions univalentes ou multivalentes. 
Paris, Gautiers-Villars, 1933, p. 63—64.

4) Cf. p. ex. G. Juli a. Principes géométriques d’analyse, 2e partie. Paris, Gautier- 
Villars, 1932, p. 103-112.
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lzl<l. En appliquant une proposition de A. Prawitz et S. Man- 
delbrojt5) on aura donc:

1__
(1-r)^"1

On voit d’autre part de suite que si r>j le rapport H : L ne dé- 

passe pas 3* on a donc

|an| <3"* (1 —k) 'r (1 —r)1-*

En posant r = 1 — 7 on trouve que r-n < 4, donc le résultat.

IVa. Si f(z) = l + a1z+...+a„zn+... est holomorphe dans le cercle 
z I < 1 et si l'on a dans ce cercle | arg f (z) | < ~ où k < 1 on a:

(4) 4-3fc T“1
1—k ’)

Supposons de nouveau que k > 1 (k n’est pas nécessairement un 
entier). On a:

Z(z)
1 — 
arg

—^=l + (l + a1)z+...+ (l+a1+... + a„)zn + , 

f(z)

et
JC ( Jl_ JC
2 +2k = 2fc'

a n

1

Comme k'<l nous pouvons appliquer à la fonction /(z)*(l—z)-1 
l’inégalité (4) dans laquelle k est remplacé par k' et nous obtenons 
l’énoncé suivant qui complète le théorème IV:

V. Si f (z) = l + a1z+...+a„z"+... est holomorphe dans le cercle 
I z | < 1 et si l’on a dans ce cercle I arg f (z) I < où k > 1 on a:

’) Ark. Mat. Astr. Fys. 20 A No. 6, 1927 et Bull, des Sciences math. (2), 58, 1934, 
p. 185—200, respectivement cf aussi M. Biernacki, „Fonctions multivalentes“ Actualités 
scientifiques et industrielles No 657, Paris, Hermann et Cie, 1938 et D. C. Spencer, 
Journal London Mat. Soc. 15, 1940.

’) J. E. Littlewood a établi (Proc. Lond. Mat. Soc. 23, 1925) que dans le cas on 
k = y l’on a |a„|-<4n; il a établi, de plus, que sous la seule hypothèse f(z)4=— n2 
(n = 0,1,2 ...) l’on a I an | < An où A en une constante numérique.
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I l+a1 + ...+an|<4(k-l-l)3 1+ * n*
_ i

L’exemple de la fonction (1 + z) fc (1—z) k montre que l’exposant 
y ne peut être remplacé par un nombre moindre.

On peut remarquer qu’une inégalité analogue à (4) est inexacte 
dans le cas où k > 1, le coefficient a„ peut plutôt tendre vers ü arbi­
trairement lentement lorsque n Il suffit p. ex. de considérer 
une fonction <39 (z) holomorphe dans le cercle I z | < 1, telle que 199 (z) I < 1 
dans ce cercle et que ç9(0) = 0; on sait que les coefficients d’une 
telle fonction peuvent tendre vers 0 arbitrairement lentement7 *), il est 
clair que la fonction f (z) = 1 +a<p(z) où |a| est assez petit satisfait 
aux conditions de l’énoncé.

§ 5. Nous supposerons dans ce § que Rt = R2 = 1. Posons dans 
la formule (1) x = re"f et z=/re"9 (la courbe C est donc la circon­
férence I z I = j/r), En intégrant les deux membres de l’égalité (1) par 
rapport à <39, entre des limites 0 et 2 n et en changeant dans le second 
membre l’ordre des intégrations par rapport aux variables & et 99 on 
obtient l’inégalité:
(5) /1(r,H)<;1(|/n/)-/1(v/F,g)
dont je vais donner quelques applications. Auparavant je vais remar­
quer que l’on peut dans bien de cas améliorer (5) en y remplaçant 
dans le second membre Zj^r,/) ouZ/j/r, g) par Alt (r, f) ou Alt (r,g) 
respectivement ÇA est une constante). Il en est ainsi, par exemple, 
lorsqu’il existe une constante C telle que:

(*)
f (z) 
/(z)

car alors Zx (/r, f) <ec^Çr,/)9). La condition (*) est vérifiée, en parti­
culier, par des fonctions dont l’argument est borné ou (pour r assez 
grand) par des fonctions multivalentes d’ordre p. (loc. cit.) Consi­
dérons la fonction fÇz) — al z+... + anz" + ... holomorphe dans le cer­
cle I z|< 1 et sa dérivée généralisée de Riemann-Liouville:

’) Si un est une suite arbitraire des nombres positifs qui tend vers zéro on peut 
trouver une suite des entiers ri; de manière que um + • •. + uni + • •. < 1, il est clair 
que la fonction <p (z) = unl z"1 +... + uni z"' +... répond à la question.

B) cf. mon article „Sur les fonctions lentement croissantes“, Bulletin scientifique
de Timisoara, 12, 1946 § 9.
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et posons

na[j/ \1 \1 -T (n+ 1) n
D [f^ = Sr(n + ï=-a)a^

n=l

z x „1 z \ V F n + 1) 
S(z) = D‘(r-| =2 r(n+i-a).

Supposons, en premier lieu, que a > 0. On voit aisément que les 
coef ficients tayloriens de la fonction z-3 h (z) où

z-+lr(°+1)+^T(l+.)=|[r(rn<+n+»o).h (z) = z2“ 1 g (z) —
(l-2)“+1

il
P(n+1) J 

sont de l’ordre de n“-1 lorsque n->°°9).

P(a+n + l)] n+l+a z

Il en résulte que /t (r, h) < I2 (r, h) < A^a) r2+“(l + 220 2r2+,..+
, 2a—2 2n—2+ n r + ...)* <Æ(a)r2+“(l-r) ’+» où A1 (a) et zl2 (a) (de même 

que plus tard A3(a), zl4(a)...) ne dépendent que de a. Si a= y il faut
-a+I _ 1

remplacer (1—r) 2 par [log (1 — r) 1]2, sia<yil faut remplacer 
- i 1

(1 — r) 2 par 1.
On voit, d’autre part, d’après les calculs analogues à ceux faits 

au § 4 (suite de l’énoncé IV), que l’on a:
2jr

X fl______ 1_________ 1
211J |(1 —re'0)^1 d&< (a+3) (a+1) r 

2 a(l — r)“
10')

D’après l’expression de Zi (z) on aura donc:

’) Il suffit d’appliquer le théorème de Lagrange, car P (n-+l) [P (n-(-l—a)] 1 et 
r (“+-n-+l) [ PO+l)]-1 sont de l’ordre de n° tandis que la différence des logarithmes 
de ces quantités est de l’ordre de n *.

10) En effet, (1—z)~0—1 — 1 est au plus [(a+3) 2~J] — valente dans le cercle | z | < 1 
et le module de cette fonction dans le cercle | z | -< r ne dépasse pas (1—r)-a~1 — 1 < 
(a-)-l) r (1—r)~“~1, donc (cf. B i e rnacki, loc. cit. sou3 *) p. 26) le premier membre de

inégalité ne dépasse pas (a + 3) 2~1 (a+1) J (1—r) “ 1 dr.
o
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Ii(/r g) < r 2 [(a + 3) (a+l)2(2a) 2°*P(a+l)(l— r) “ +
+ A(a)(l-r)~a+^]

Nous pouvons maintenant appliquer l’inégalité (5) en y rempla­
çant g par z“g et nous obtenons le résultat suivant:

VI. Si /(z) = a1z+...+anzn + ... est holomorphe dans le cercle 
\z\ < 1 et si Da [f(z)] est la dérivée généralisée de Riemann-Liouville:

na\f(/il— V (n+1) n-o 
D r(n+l-a) anz

n=l

on a pour r < 1 et a > 0:

Ix (r, Daf) < r 1 ““ Ix (|/F, /) • [2“_1 a"1 (a + 3) (a+1)2 r (a+1) (1 - r) "“ +

+ 243(a) (1 — r) ■+ï]

où A3(a) ne dépend que de a. Si a— j- il faut remplacer (1—r) +2

par [/og(l — r 1 ]2, si a<y il faut remplacer (1 — r) “2 par 1.
Remarque. D’après J. E. Littlewood, (Proc. Lond. Mat. Soc. 

(2), 23, 1925) si f (z) est holomorphe et univalente dans le cercle | z | < 1 
et si l’on a:
(6) Ii(r,/)<K(l-r)-5 (s>0)
pour une valeur déterminée de r (0 < r < 1) on a aussi:
(7) Ix (r, f ) < zl (s) K (1 — r)-1-1

Il résulte de l’énoncé VI et de la remarque du début de ce § que 
ce résultat se généralise aux classes de fonctions f(z) qui satisfont 
à une inégalité de la forme: j f (z) : f(z) | < C(1—r)-1 où C ne dépend 
pas de la fonction particulière choisie (par exemple à la classe de 
fonctions multivalentes et qui ne s’annulent pas ou bien à la classe 
de fonctions dont l’argument reste borné). M. Littlewood a ce­
pendant montré que dans le cas général l’inégalité (6) n’entraine pas 
(7), il n’est donc pas possible de remplacer en général dans l’énoncé 
VI Ix (/r, /) par Ix (r, f) multipliée par une constante. Supposons 
maintenant que — 1 < a < 0. Puisque I D" f (z) = D“+1 f (z) et que
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Ij(r, Da+1f) est une fonction croissante de r on a, en tenant compte 
de l’énoncé VI dans lequel a est remplacé par (a + 1):

dr

Cependant, un théorème du à Hardy, Littlewood et Landau11) 
conduit à un résultat meilleur. D’après une inégalité de l’article cité 
on a, en effet, en particulier, lorsque — l<a<0:

Ix (r, Daf) < K [Ix (r, D-1 /)? [Ix (r, Z)]1"“
où K est une constante numérique. Or Ix étant une fonction crois­
sante de r on a évidemment:

Ix(r, D“1/)<Il(r,Z),

on obtient donc l’énoncé suivant:

VII. Si dans les conditions du théorème VI a est négatif, on a 
pour r < 1:

Ix(r, D'fXKl^f)
où K est une constante numérique.

Lorsque a est un entier négatif on a K = 1 et il est probable qu’il 
en est de même dans le cas général,

§6. Supposons maintenant que g(z) = e'e° +e'Slz + ... + eenz"+ ... 
où les sont tous réels, on aura: Ix (r, g) < I2 (r, g) =

= [1+r2+r2+... + r2n + ... ]2=(1 — r2)~"2, donc l’inégalité (5) fournit 
l’énoncé suivant:

VIII. Si f(z) = a0+a1z+...+anz"+... est holomorphe dans le 
cercle |z|<l et si H (z) = b0+b1z + ... + bnzn+... où | bn ! = | an | 
(n = 0,1,2,...) on a pour 0<r<l:

Ur.HXVv/F./Hi-r)“*

“) Math. Zeitschrift, 39, 1935. p. 677—95.
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Dans cette inégalité analogue à l’inégalité (3) de l’énoncé II l’ex­
posant y ne peut etre remplacé par un nombre plus petit. En effet, 
d’après un théorème de Hardy, complété par Sidon12) /(z) = a0+ 
+ a1z+... + a„zn+... étant holomorphe dans le cercle |z| < 1 et la 
série !a0|2+!a1|2 + ... + |an|2+... étant divergente on peut trouver des 
nombres réels <9n de manière que l’on ait (bn = a„e,É>n): I1(r,H)> 
>I2 (r, f) [tti (r)] 1 où m (r) est une fonction qui augmente indéfiniment 
lorsque r-* 1 mais arbitraiment lentement. En posant an = 1 (n = 0,1,2,...) 
on trouve que Ix (/r, f) ne dépasse pas A log (1 — r)-1 où A est une 
constante (cf. p. ex. les calculs qui suivent l’énoncé IV), on a d’autre 

part I2(r, j0 = (l — r ) 2. Supposons que dans (8) l’exposant y soit
remplacé par y — eoù«>0, d’après le théorème deHardy-Sidon 

_j. —1 _2.
on aura donc: (1—r2) 2 [zn(r)] < A (1 — r)£ 2 log (1 — r) et par

suite m(r)>(l — r) 2, si r est assez voisin de 1. Il suffit de choisir 
pour m (r) un fonction qui croit assez lentement pour aboutir à une 
contradiction.

Il résulte d’une comparaison des énoncés II et VII que l’on pourra 
probablement remplacer dans l’inégalité (8) les moyennes Ix par les 
moyennes Ip où p > 1 et

Ip(r,f) = [^J|/(re'e)|pd0li
A J

Supposons maintenant que /(z) = a„ + ...+anz"+... et g(z) = 
= a0+...+ânzn+... où an désigne le nombre complexe conjugué de an . 
L’inégalité (5) fournit l’énoncé suivant:

VIII. Si f 'z} —a0+...+anzn+... est holomorphe dans le cercle 
| z| < 1 et si F (z)= |a012+...+|a„ |2zn+... on a pour r < 1:

. v
Ix (r, F) < Ij2 (j/j\/)

L’intérêt de cet énoncé consiste en ce qu’il fournit une limite in­
férieure de Ij(r,/), limite exprimée par la moyenne d’une fonction

12) Sidon, Acta Szeged. 7 (1935) p. 173—4.
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à coefficients tayloriens positifs, souvent plus aisément calculable. 
En voici deux exemples. Supposons d’abord que | an | — 1 (n — 0, 1,...), 

donc que F(z) = (l—z)-1. On a d’abord (r, /) < I2 (r, f) = (1—r2) 2 

D’autre part on a ^(r,F) = [I2(r,(1 — z)_2 )] = l+cîr+...+Cnr2n+..e

où cn = (l. 3.5... 2n—1) : (2" n!). On trouve sans peine que cn > 2-1n 2 , 
il en résulte que ^(r, F)> 1 + 4-1 log (1—r2)-1 et en tenant compte de 
l’énoncé VIII on trouve le résultat suivant:

IX. Si /(z) = a0 + .. 
pour 0 < r < 1:

,+a„z + ... et si \a„ — 1 (n = 0,1,...) on a

1
j/ n-y/og(l—r4) 1 < Ii (r,/)< )/l

La limite inférieure ne peut être beaucoup améliorée, car il ré­
sulte des calculs du § 5 (dans lesquels on pose fc = l).que l’on a 
Iv[r, (1 rr-z)-1] < 1 +/og (l t- r)-1. D’autre part le théorème de ,Ha r dy- 
Sidon cité au renvoi112) montre que la'limite supérieure de- It (r, f) 
ne peut être améliorée, sauf peut être en ce qui concerne un facteur 
constant. Supposons maintenant que | an | == n, où ai> (i^n — ’ô*, ï,...), 
bôsbW Ffàh^z

.V'Tf/Jz" +°.!• OrtoüVe'tofleièhts1'»’' 
sont d’orârTâï'a^cfôtf

+|bn|2r2n+#.?.]'a*^-^T(a)(l nS(Si°sa* - 7 il faut remplacer

(1 —r)_2o+^ par [log (1 —rp*LtT> si < 7 11 fart1'remplacer 
(1 — r) 2a+ 2 par 1). D’autrâ part un calcul analogue à celui qui a

Ix(r, z(l — J) onx aoXdqi^3wsibIiÀ5t^\M9
(1 —r)"2“. En appliquant l’énoncé VIII et en tenant_compte d’autre

part, üë^iwègalité 2
_ . ,,, , . . .ttQl .«iBÜiV-giabuBE)on obtl^tj O3lfi8ka E3lhnua o.^oT }o gjloq3a aonaiag (“

aBSD
(I /■ÇMlaffÿJpb op- ^Ibj ^0$ (“

ïm" tI” su(T ealiaa ir.q zlnciunnaîab ÿ.uab zab zalnEbnoqzanoa zangil Aiqptfdi
vnàfi* zab {allas (s) t ,1—qs .....s ,1 enobanoî zab biusIev xub JnEulbz

jnaJfiY—ial—laiàl.iznoa ab—»ualltn'b iillua li ; mulav—«1—moq aaahq—( I—J) ... ,6 ,t
“) Sidon, Acta Szeged. 7 (1935) p. 173—tzalla ailna zaianbzib zatuoi qs
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■^10 (a)
(l-r)‘

< Ił(r,/) <
__Al(a)^
(l-r)o+i

où ?l10(a) et y4u (a) ne dépendent que de a.

L’exemple de la fonction/(z) = z +2° z2 + ... + naz,n + ... montre que 
dans cet énoncé l’exposant a ne saurait être remplacé par un nombre 
plus grand et le théorème cité de Hardy-Sidon montre que l’ex­
posant a+y ne peut être abaissé.

§ 7. Une dernière application que nous ferons de la formule de 
Par se val consiste en un critère de multivalence dans un domaine. 
Une fonction méromorphe dans un domaine est dite multivalente 
d'ordre p ou p-valente dans ce domaine si elle y prend toute valeur 
p fois au plus et une valeur exactement p fois13). Si toutes les 
fonctions /(z)— P(z) où P(z) est un polynôme arbitraire de degré 
(p — 1) au plus sont multivalentes d’ordre p dans un domaine /(z) 
est dite complètement p-valente dans ce domaine. Nous allons uti­
liser dans les démonstrations les théorèmes suivants:

Théorème d’Ozaki14):
A. Pour qu'une fonction holomorphe dans un domaine D et 

qui ne se réduit pas à un polynôme de degré < (p — 1) soit complè-
tement p-valente dans D il faut et il suffit que l’expression

1 Zo...Zo 1 /(z0) 1 ^o-"zo

1 Zp...zpp_1 /(zp) 1 zp...zpp

dite „différence divisée d’ordre p“ soit différente de zéro pour tous 
les systèmes de valeurs z0, zp..., zp appartenant à D15).

”) cf; P. Montel, Leçons sur les fonctions univalentes ou multivalentes, Paris, 
Gautiers-Villars, 1933.

14) Science Reports of Tokyo Bunrika Daigaku, Section A, 3, As 40, 1935.
,s) Lorsque k de variables deviennent égales à z, on doit remplacer dans Qf (fc—1)

des k lignes correspondantes des deux déterminants par celles que l’on obtient en sub­
stituant aux valeurs des fonctions 1, z,..., zp—\ f (z) celles des dérivées d’ordre 
L 2,... (k—1) prises pour la valeur z, ; il suffit d’ailleurs de considérer les valeurs 
z0 ,..., zp toutes distinctes entre elles.
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Théorème de Mon tel18):
B. Si /(z) est holomorphe dans un domaine D, on a 

Qf U...... zp) = —Pp!
Zp étant l’affixe d'un point du domaine de convexité de l’en­

semble Fp des valeurs prises par fip) (z) lorsque z décrit le polygone 
de convexité des points z0, z1(..., zp 17).

Remarque. De l’expression de Q/(z0,...,zp) il résulte immédiate­
ment l’identité:

O/(kz) (z0.....zp) = k” (kz0, kz1...... kzp)

Nous allons établir d’abord l’énoncé suivant:

X. Supposons que les fonctions f(z) = a0+... +anz"+... et g(z) = 
= b0+... + bnzn+... soient holomorphes dans les cercles |z|<£1 et 
Iz| < R2 respectivement et quelles satisfassent dans ces cercles à des 
inégalités | arg e"1 f (z) I < a n et I arg e'“ ë(p> (z) | < /5 rc où 2 et p sont réels 
et a+P <y. Dans ces conditions la fonction:

H (z) —— H (zp f, g) — aobpzD+a1 bp+1 zp+1+... +anbp+n z? +... 

est holomorphe et complètement p-valente dans le cercle | z | < Rx R2.

Or peut évidement supposer que 2 = p = 0.
D’après la formule de Parseval on a:

où C est la circonférence | u I = — e, donc en tenant compte de
l’expression de Qf on obtient l’égalité:

OH (*„••• zp) = ^f upf(u)Qg (4) (z„... zp) ~

10) Ann. di Pisa, (2), 1, 1932. Journ. de Math, pures et appl, 16. 1937,
*’) Le domaine (le polygone) de convexité d’un ensemble E est le plus petit do­

maine fermé (polygone) convexe qui contient tous les points de E. On suppose que
polygone de convexité des points z0 ,.......Zp est intérieur à D.
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et d’après la remarque qui suit l’énoncé B de M. Mon tel:
du

donc en tenant compte de l’énoncé B:

o„(z0...zp)=^//(u)Ł^

où Zp (u) appartient au domaine de convexité de l’ensemble des va­
leurs prises par g<D> (z) lorsque z décrit le polygone de convexité des 
points züu ••• zpu—i

Or si | z,-1 < 2?! /?2 pour i = 0, 1,..., p et si e est assez petit on a 
I z, u-11 < R2 donc I arg Zp (u) i < n p. D’autre part on a | arg f (u) I < n a 

et du: (2jtiu)>0, donc arg QH (z0,..., zp) <n(a+p)<'—■ et par suite 
QH(z0,.<., Zp)4=0, ce qui achève la démonstration, en vertu de l’é-
noncé A de O z a k i.Z • ’ (V* “ ” frVt(,) ’ V

Remarques. En appliquant l’énoncé' de M. Monle 1 à la fon'c* 
tion H(z). et en faisant tep<Jre tous les points z0..„z vers un mime 
point z on v*oit/d'après ce qui précède', h'ufe dahs le cercle Rt R2

W. Rogosinski18) que H (z) et ses dérivées d’ordre < (p— 1) sont 
bornées dans le mêmd)cercle (deirpemj&.iig^ehefrt hmhéejdanH'lefcfercle 
|z|</?2). Comme on a.;ß no [ß.Z3aiJJq alurmoî ni asiqa’Cl

ah I3tqmoaj 1 narrai œ ou les integrales sont 
point z on a aussi | arg |

Voici unfe^pli^orj^^^^e^L 
u q i jcâ

18)- Math. Zeitschrift, 17, 1923.

,-p u

o ” o 
anal na oaob .3 —,SL

V *' V. I

Cx...ox) HÇ)

*’) CetfK.Qiliéfïéliflfcrjjjetil r«ti8Sf ./«Bibi»», dwjetfementv i c/p (z)—
. .aulq fe^-lzï^'jijhiiWôlPvecq'ic itftaS’Sflttté ‘Ibatrgf^a) ^Ko^areofrairietTa sui- 

quer l’énoncé III Q & 1U3nàlnl 123 <»s .........os eintoq eob àlaovnoo ob onosyloq
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Xa. Si f(z) = a0+... + anzn + ... est holomorphe dans le cercle 
I z I < R et si l'on a:

ar8^kïw]|<î
“ dzr 4

' dans ce cercle, alors la fonction:
H (z) = H(zp f, zpf) = a2 zp +... + a2n_pz"+ ...

est complètement p-valente dans le cercle | z I < R2.

En effet, il résulte de l’inégalité de l’énoncé que l’on a aussi
\argf(z) | <^(cf. les remarques qui precedent), il suffit donc d’appliquer
l’énoncé X en y posant g (z) = zp f (z).

L’énoncé Xa est à rapprocher de l’énoncé suivant du à S. Ozaki 
(loc. cit. sous13)) et qui résulte immédiatement des théorèmes A et B: 
„Si /(z) est holomorphe dans un domaine convexe D et si l’on a

arg dp[zpf(z)]
dzp

dans ce domaine, alors la fonction zpf(z) est complètement p-valente 
dans £>“.20)

§ 8. On peut étendre les résultats précédants en partant de la 
remarque que la somme des deux quantités complexes qui se trou­
vent dans un même angle de centre origine et d’ouverture inférieure 

à y appartient aussi à cet angle et en utilisant l’égalité évidente:

Q,1+,(z0. • • zp) = Qfl (z0... zp)+Q,2(z0... zp)+.. , + Q/n(z0... zp),

on obtient ainsi la généralisation suivante de l’énoncé X:
Xb. Supposons que les fonctions fx(z),... fn (z) soient holomor­

phes dans le cercle |z|</?p que les fonctions g1(z),...,gn(z) soient 
holomorphes dans le cercle | z 1 < R2 at que ces fonctions satisfassent 
dans ces cercles à des inégalités | arg e'x (z) I < a, n et I arg ep g*p) (z) | <

20) L’énoncé ci-dsssus ne constitute qu’un cas particulier du théorème de M. O z ak i, 
pour obtenir ce dernier il faut remplacer dans l’énoncé du texte zp f (z) par f (z).
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où Â et n sont réels et ai+Pi<-L(i = \,2... n). Dans ces con­
ditions la fonction:

H(zpfvgJ+...+ H(zpfn,ën)

est holomorphe et complètement p-valente dans le cercle | z | < RjR2.

Voici un exemple ^application de l’énoncé Xb:
Supposons que f (z) = a0+...+ anz"+... soit holomorphe dans le 

cercle I zI < R, posons f1(z) = lf(z) — a0]z~1 = a1 + a2z+... etf2(z) = 
= [/i(z) — a1]-z_1 = a2+a3z+... et supposons que l’on ait dans le 
cercle | z : < R | arg f (z) | < a0 n, | arg (z) | < ax jt, | arg (z) | < n ef 
arg|/2p>(z)— n\<ß2noü aa+ß2<^ et a1+ß1<j. Dans ces conditions 
la fonction:

oo
Ö (z) (,an_p an+2

n—p ’n+1 ' \ nan-p+l)z = 1
2 ni

f(u) ft(u) du
u

où C est la circonférence 1 u I = R — e est holomorphe et complète­
ment p-valente dans le cercle |z| < R21).

§ 9. On peut obtenir d’autre extensions en répétant plusieurs 
fois les raisonnements employés. En voici quelques exemples.

XI. Considérons les fonctions f(z) = a0 + .. .an zn +..., g (z) = 
= b04-... + b„zn + ... et k(z') — c0+...+c„zn+... holomorphes dans les 
cercles | z I < Rb I z| < R2 et | z | < R3 respectivement. Supposons que 
l'on ait dans ces cercles | arg e'f (z) I <an, | arg e'/‘ gfp) (z) I < P n, 
Iarg e‘vk(z) I < ynoùl,p et v sont réels et a+p+y<^. Dans ces 
conditions la fonction:

Hr (z) = H (zp f, g, zp k) — aobpco^+...+an_p bn c„_p zn+ ...

est holomorphe et complètement p-valente dans le cercle 1 zI < R1R2R322) 
On peut supposer que A = jk = v = 0. En posant H (z) = H (zp f. g) 
nous avons vu (cf. l’énoncé X et les remarques du § 7) que H (z) 
est holomorphe dans le cercle | z I < R1R2 et que l’on a dans ce

21) On a considéré des formules analogues à la formule de Parseval dans les­
quelles figurent sous signe d’une intégrale multiple des déterminants analogues à celui 
qui vient d’être écrit, cf. Encyklopädie 1IC4 Neuere Untersuchungen über Funktionen 
von komplexen Variablen von L. Bieberbach, p. 473.
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cercle larg H(p)(z) | < (а+/?)я. Or on a (z) = H [H (z), zp k] en 
appliquant donc encore une fois l’énoncé X on obtient le théorème XI.

XII. Considérons les fonctions f(z) — a0+... +a„ zn+..., g (z) = 
= &„ + ...+ bnzn + ... et k(z) = c0+... + cnz" + ... holomorphes dans les 
cercles I z I < Rv I z | < R2 et | z I < R3 respectivement. Supposons que 
Гоп ait dans ces cercles | arg e'Â / (z) I < ал, | arg e1'1 g(p) (z) I </? я, 
larg e"’kfp)(z) I < y я où 2, p et v sont réels et a+/? + y<y. Dans ces 
conditions la fonction:

H2 (z) = H (zp f, g, k) = a0 bp cpzp + .. . + an_p bnc„zn+...

est holumorphe et complètement p-valente dans le cercle \z\<RtR2 R323). 
Supposons que A = jU = v = 0. En posant toujours H (z) = H (zp f, g) 
on trouve (cf. les remarques du § 7) que H (z) est holomorphe dans 
le cercle | z | < R1 R2 R3 et que l’on a dans ce cercle I arg [H (z) z~p] | 
< (а+/3) я. Or on a H2 (z) = H [H (z), k] = H {zp \H(z~) z~p], k], donc en 
appliquant l’énoncé X on obtient le théorème XII.

Il est clair comment on pourra généraliser en introduisant un 
nombre quelconque des fonctions /(z), g(z), k(z), Z(z), m(z)... et en 
formant, comme au § 8, la somme d’un nombre quelconque des 
fonctions analogues aux fonctions IĄ(z) et H2(z) du § 9.

Streszczenie.

Podaję kilka zastosowań klasycznego wzoru Parsevala do badania 
funkcji:

H (f,g) = a0 b„+... + anbn zn + ... 
gdy dane są funkcje:

f(z) = a0+...+az"+... oraz g(z) = b0 + ... + bnz"+,.. 
odpowiednio holomorficzne w kołach I z | < Rt i I z I < R2.

tl) il résulte de la démonstration (cf. les remarques du § 7) que l’on a dans le 
cercle | z | < 7?! K2 K3>| arg 773(p) (z) | <(a+/?4-/) et aussi | arg [z-P (z)J | <(a+^+y) ?r.

,s) Il résulte de la démonstration (cf. les remarques du § 7) que l’on a dans le 
cercle | z | < 7?! ,E2 R3,| arg II(z) | < (a+/?+y) -t et aussi I arg [z-p 772(z)J |<(a+^+y>.
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Itaknp. jeśli largf |<arc, Iarg g | </Sn,a+/3< y to \argH\<(a+F)n. 
Jeśli /?! = R2= 1 to średnia modułu H wzdłuż kola IzI = r< 1 nie 
przekracza iloczynu średnich modułów / i g wzdłuż koła |z| = |/r. 
Korzystając z tej uwagi badam wpływ różniczkowania rzędu ułam­
kowego albo też zmiany wyłącznie argumentów współczynników 
Taylora na zmianę wartości średniej modułu. W ostatniej części 
pracy podaję kryterium dostateczne na to by funkcja H (zp f,g) była 
p-listną w kole | z I < R2.


