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Sur quelques applications de la formule de Parseval

O kilku zastosowaniach wzoru Parsevala

§1 Sif(zy=a,+a,z+...+a,z"+...
et g(z)=b,+b,z+ ...b,z"+...

sont des fonctions holomorphes dans le voisinage de 1'origine il en
est de méme avec la fonction

H(z)=H(f, g)=a,b,+a,b,z+...+a,b,z"+...

et I'on a la formule de Parseval
e x\dz
H(x)—zﬂiff(z)g(z) -

&

ou C est une courbe simple et fermée contenant l'origine 4 son in-
térieur, située dans la région de holomorphie de f(z), parcourue dans
le sens direct et choisie de maniére que lorsque le point z décrit C
le point w=#xz " reste dans la région de holomorphie de g(z) et
cela quelque soit £ de l'intervalle 0<#<1. C'est en utilisant cette
formule que M. Hadamard a démontré son célebre théoréme sur
la multiplication des singularités?).

Nous allons déduire de cette formule quelques applications ayant
des rapports non pas a des singularités de H(z) mais au comporte-
ment de cette fonction duns la région ou elle est holomorphe.

) Acta Mathematica 22, 1898. Cf. aussi P. Montel, Lecons sur les séries des
polynomes a une variable complexe. Paris, Gauthier-Villars, 1910, p. 34 et suivantes.
L. Bieberbach, Encykl. d. math. Wiss. Il C 4. Neuere Untersuchungen iber
Funktionen von komplexcn Variablen p. 465.
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§ 2. Si f(z) et g(z) sont holomorphes dans les cercles |z! <R, et
z| < R, respectivement on peut prendre pour C une circonférence de
centre origine et de rayon R,—e ol & est un nombre positif ar-
bitrairement petit, il en résulte que H(z) est holomorphe dans le
cercle |z| <R, R,. De la formule (1) il résulte imm2diatement que si
f(z) et g(z) sont holomorphes dans les cercles |z| <R, et [z| <R, re-
spectivement et si I'on a [f(z) | <M, et |g(z)| <M, dans ces cercles
on a H(z)|<M, M, dans le cercle |z|< R, R,. En posant, par exem-
ple, f=g=a,+...+a,2’'+..., RR=R,=M,=M,=1 on voit que si
k est un entier positif quelconque la fonction f, (z) = a: +...+a: z"+ ...
est holomorphe dans le cercle [z|<1 et que I'on a |f,(z)|<1 dans
ce cercle. On peut généraliser ces résultats. En effet, en posant:

2a
Il(r,g)=%‘f!g(re'e)ld9
0

on tire de la formule (1) l'inégalité:

< R x
2 IH(x)|<l1:f:§\f(Z). 11(\11‘,8)
(Jul<R,, i <R)

d’ott I'on déduit immédiatement 1'énoncé suivant:

I. Si f(z) et g(z) sont holomorphes dans les cercles |z|< R, et
'z| < R, respectivement et si I'on a |f(z)| <M, et |I,(r,g)| <M, dans
ces cercles la fonction H (f, g) est holomorphe dans le cercle
z|<R,R, et I'on a |H(f,g)| <M, M, dans ce cercle.

§ 3. Voici une autre application de la formule (2). Supposons
que f(z)=a,+a,z+...+a,z"+... soit holomorphe dans le cercle | z|<1
et que

g(z)=e®+e®z+...+e"2"+... avec |a,| =a,e”"

En posant x=r<1 et |u|=Vr on tire de la formule (2) I'inégalité:

m  —
N la,|e" <.Max\I/{_(Z) [1, (T, 8)

1|l = v
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Or il est bien connu que I,(r,g) <I,(r,g) ou l'on a posé;
2z
— ] [i 19y | 2 _;
In(rvg)_ 2nJ |g(re-): d@
0

et que [I,(r, =14+ +.. +r"+...=0—r)", on obtient donc
I’énoncé suivant:

Il. Sif(z)=a,+a,z+...+a,z"+... est holomorphe dans le cercle
lz|<1, si l'on a [f(z)| <M(r) pour |z|<r et si M (r) =la |+ a'r +
+...+a, r"+... on a l'inégalité:

(3 ME)<MWVr)-(01—r) 2
Si en particulier M@r)=0O((1—r)"(e>0) il en résulte que

-
M@E)=0(—r)  ? nous retrouvons un résultat de Hardy?) qui a
d’ailleurs montré que l’exposant —a— 1 ne saurait étre amélioré et

1
que si f(z) est bornée on a méme M(r)=o0(1—r) 2.

Remarque. Il est toutefois possible d’améliorer l'inégalité (3).
En écrivant

m'(r)=|a,’+... +(la,!la,|+|a, |8, |+...+ &,/ la|)c"+...
et en profitant de l'inégalité:
|a,|a,|+|a,lla,_ |+...+1a,||a,|<|a+...+]|a,/
et de I’égalité:
L, AP =la,’+...+ |a,’r*"+ ...
on obtient de suite 1'énoncé suivant; '

ITa. Dans les conditions de I'énoncé Il on a l'inégalité:

3 RE<LWr, HU—nT72

Lorsque |a,|=1(n=1,2,...) ona dans (3) le signe d’égalité.

§ 4. Une autre application de la formule de Parseval, tout
aussi immédiate est la suivante:

IlI. Sif(z) et g (z) sont holomorphes dans les cercles|zI<R, et|z|[<R,
respectivement, si l'on a | arg f(z)| <an et|arg g(z)| < fn dans ces

*) Quart. Journ. of Mat. 44, 1913, p. 147—160.
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cercles et si at+f<% on alarg H(z)|<(a+B)n dans le cercle
lz] <R, R,

En effet, la courbe C est une circonférence de centre origine par-
courue dans le sens direct, donc I'’expression iz est positive et I'as-
sertion de I'énoncé III en résulte de suite.

Supposons que f(z)=1+a,z+... soit holomorphe dans le cercle
|z|<1 et que l'on ait dans ce cercle |arg f(z)|<:§< ou k est un en-
tier supérieur a 1. En appliquant k fois I'énoncé III et en posant
i (z)=1+afz+...+af, z'+... on obtient I'inégalité |arg T (z)|<—;—, il

en résulte d’'apris C. Carathéodory?® que Ia:|<2. Nous pou-
vons donc énoncer le résultat suivant:
IV. Sif(z)=1+a,z+...+a,z +... est holomorphe dans le cercle

|z|<1 et si 'on a dans ce cercle | arg f(z)|<g- ou k est un entier,

1 k
on ala,|<2* (n=1,2,..).

Supposons maintenant que 0 < k<1. Si|argf(z)|< -;Ek- on a, d’aprss

un théoréme connu de Little wood?*) I'inégalité:

2=
Ia,,|<;—; flf(re"’)ld@<r‘"Hoa|zl=r<1 et H=
0

ie 1
2"0 | 1—re
2n 1
1 | re'® |*
Considérons pour le moment l'intégrale L= - | | = de
2t |1—re

Pour évaluer cette intégrale remarquons que l'on a | z (1—2) 7' | <
<r(—r) " pour |z|<r et que z(1 —z)" est univalente dans le cercle

3) cf. p.ex P. Montel Legons sur les fonctions univalentes ou multivalentes.
Paris, Gautiers-Villars, 1933, p. 63—64.

4) Cf. p.ex. G. Julia. Principcs géom3triques d'analyse, 2° partie. Paris, Gautier-
Villars, 1932, p. 103—112.
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|z|<1. En appliquant une proposition de A. Prawitz et S. Man-
delbrojt®) on aura donc:

{7 ihon Gl 1) g sndood g 1
<Efrk (1—r) "dr<—k—f(l—r) "<1_k' T,
0 0 (l—l')k_

On voit d’autre part de suite que si r}% le rapport H:L ne dé-

1
passe pas 3k on a donc
= L
la,l< SRl e )
En posant r=1—,1,— on trouve que r <4, donc le résultat.

IVa. Sif(z)=1+a,z+...+a,z" +... est holomorphe dans le cercle

z| <1 et si I'on a dans ce cercle Iargf(z)|<,)—kou k<1 on a:

|

1
< 4.3 _E— [}
(4) la,|< —k " )
Supposons de nouveau que k>1 (k n'est pas nécessairement un
entier). On a:

f(z)—1+(1+al)z+ A Q+a+...+a)z"+... et
f@ s "&  =x
arg 1 |<3 + 3p=3p

Comme k’<1 nous pouvons appliquer a la fonction f(z):(1—z)~"
I'inégalité (4) dans laquelle k est remplacé par k' et nous obtenons
I’énoncé suivant qui complete le théoreme IV:

V. Sif(z)=1+a,z+...+a, z'+... est holomorphe dans le cercle

|z|<1 et si 'on a dans ce cercle |argf(z)|< =5 ou k> 1 on a:

Zk

%) Ark. Mat. Astr. Fys. 20 A No. 6, 1927 et Bull. dcs Sciences math. (2), 58, 1934,
p. 185—200, respectivement cf aussi M. Biernacki, ,,Fonctions multivalentes* A ctualités
scientifiques et industrielles No 657, Paris, Hermann ct Cie, 1938 et D. C. Spencer,
Journal London Mat. Soc. 15, 1940.

°) J.E.Littlewood a établi (Proc. Lond. Mat. Soc. 23, 1925) que dans le cas on
k= L I'on a [a,|<4n; il a établi, de plus, que sous la seule hypothtse f(z)==— n®
(n= 0 1,2...) I'on a |a,| < An oit A en une constante numérique.
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1 1
l1+a,+...+a,|<4(k+1)3 " & nk

1 1

L'exemple de la fonction (1+z) ¥ (1 —z) % montre que I'exposant
% ne peut étre ramplacé par un nombre moindre.

On peut remarquer qu'une inigalité analogue a (4) est inexacte
dans le cas ou k> 1, le coefficient a, peut plutot tendre vers 0 arbi-
trairement lentement lorsque n-*oc. Il suffit p. ex. de considérer
une fonction ¢ (z) holomorphe dans le cercle |z| <1, telle que | (2) <1
dans ce cercle et que ¢(0)=0; on cait que les coefficients d'une
telle fonction peuvent tendre vers 0 arbitrairement lentement?), il est
clair que la fonction f(z)=1+a¢(z) ot |al est assez petit satisfait
aux conditions de I’énoncé.

§ 5. Nous supposerons dans ce § que R,=R,= 1. Posons dans
la formule (1) x=re” et z=Vre”® (la courbe C est donc la circon-
férence |z|=1Vr), En intégrant les deux membres de I'égalité (1) par
rapport a ¢, entre des limites 0 et 27 et en changeant dans le second
membre 'ordre des intégrations par rapport aux variables @ et ¢ on
obtient l'inégalité:

(5) L H)<L/rhH1L,{rg

dont je vais donner quelques applications. Auparavant je vais remar-
quer que 'on peut dans bien de cas améliorer (5) en y remplagant

dans le second membre I, (V'r,f) ouI,(Vr,g) par Al (r,f) ou Al, (r.g)
respectivement (A est une constante). Il en est ainsi, par exemple,
lorsqu'il existe une constante C telle que:
' (2) cC

*) 1) | “1—1z]
car alors I Wrf) <e I,(r,f)®). La condition (*) est vérifite, en parti-
culier, par des fonctions dont I'ar3ument est borné ou (pour r assez
grand) par des fonctions multivalentes d’ordre p. (loc. cit.) Consi-
dérons la fonction f(z)=a,z+...+a,z"+... holomorphe dans le cer-
cle |z] <1 et sa dérivée généralisée de Riemann-Liouville:

7) Si u, est une suite arbitraire des nombres positifs qui tend vers zéro on peut
trouver une suite des entiers n; de manitre que u,, +-...+u, +... <1, il est clair

que la fonction ¢ (z) = u,; 2™ 4. ..4u, z" 4 ... répond & la question.

®) cf. mon article ,Sur les fonctions lentement croissantes*, Bulletin scientifique
de Timisoara, 12, 1946 § 9.
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D= 3 oy 2

et posons
.z I'n+l) ..
g(2)=D (1»-2 Zf(n-l-l—a)

Supposons, en premier lieu, que a>0. On voit aisément que les
coef ficients tayloriens de la fonction z " h(z) ou

s ot 7" Dach IS 5 2l rtn+n
h(Z)—Z g(z)_——zl—_—z—)ﬁ-l— +z+ P(l‘f‘a)—%;[m_
X I‘(a+n+l)] L

I'(n+1)

sont de I'ordre de n"' lorsque n—->>=?%).

Il en résulte que I (r, R)<I,(r, h)<A (@ +2"2 2+ ...+

+n P L) 2 <A (@rfta—=n"" : ot 4, (a) et A,(a) (de méme
que plus tard A;(a), A,(a)...) ne dépendent que de a. - Si a= % il faut

1 1
remplacer (1 —r) “+3 par [log (1—7r) 7']2, si a<% il faut remplacer

—ud

(1—r) % parl

On voit, d’autre part, d’aprés les calculs analogues a ceux faits
au § 4 (suite de I'énoncé IV), que l'on a:

L~ rmay £ N gﬂ)_(a'*'l)’ 10
_ﬂ(l—re'e sl L 2a(l—1r)* )

D’aprés 'expression de h(z) on aura donc:

%) 11 suffit d’appliquer le théoréme de Lagrange, car I'(n+1) [ (n-+1—a)] ! et

I’ (a4n+41) [ I'(n+1)]7? sont de P'ordre de n® tandis que la différence des logarithmes
de ces quantités est de I'ordre de n™,

19) En effet, (1—2z) ™! — 1 est au plus [(a+3) 27! — valente dans le cercle |z]| <1
et le module de cette fonction dans le cercle |z|<r ne dépasse pas (1—) 1 —1<
(@+1) r(1—r)™2, donc (cf. Biernacki, loc. cit. sous %) p.26) le premier membre de

a—1

r
inégalité ne dépasse pas (a+3) 2~ (a+1) [ (1—r) dr.
]
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L/eg)<r? [(a+3) @r1) Qe 2-T @)1 —r) "+
e, (o) Gty SR

Nous pouvons maintenant appliquer l'inégalité (5) en y rempla-
cant g par z°g et nous obtenons le résultat suivant:

VL. Si f(z)=a,z+...+a,z" +... est holomorphe dans le cercle
lz|<1 et si D" [f(z)] est la dérivée généralisée de Riemann-Liouville:

a \ F(n-l-l)
D M F==UR O E - \SLTLE ol I n—a
[f(2}] 2 T(n+1—a) a,z

on a pour r<1 et a>0:
I, (r, D*f) <r__“l Ve, D2 a (@+3) (a+ 1)’ T(a+1)(1 —r) ™ +
oy (@) (1 2= Ty A ]

o A,(a) ne dépend que de a. Si a=} il faut remplacer (1 —r)

1 1
par [log(1—r"']2, si a< 3 il faut remplacer (1—r) "2 par 1.

Remarque. D’aprés J. E. Littlewood, (Proc. Lond. Mat. Soc.

(2), 23, 1925) si f(z) est holomorphe et univalente dans le cercle | z| <1
et si I'on a:

(6) L, H<KOQ—r)"" (s>0)
pour une valeur déterminée de r (0<r<1) on a aussi:
@) L f)<A() KQ—r)—

Il résulte de I'énoncé VI et de la remarque du début de ce § que
ce résultat se généralise aux classes de fonctions f(z) qui satisfont
a une inégalité de la forme: |f (2):f(z2)|<C(1—r)"" ou C ne dépend
pas de la fonction particuliere choisie (par exemple a la classe de
fonctions multivalentes et qui ne s’annulent pas ou bien a la classe
de fonctions dont I'argument reste borné). M. Littlewood a ce-
pendant montré que dans le cas général I'inégalité (6) n’entraine pas
(7), il n’est donc pas possible de remplacer en général dans 1'énoncé

VI I, (Vr,f) par I, (r,f) multipliée par une constante. Supposons
maintenant que — 1 <a <0. Puisque dle f(z)l D*t'f(z) et que
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I, (r, D°t'f) est une fonction croissante de r on a, en tenant compte
de I'énoncé VI dans lequel a est remplacé par (a+1):

L@, D)< f L@, D™ dr<
0

1

<[ Wr,f) fﬁ _a[ A,(a) l—r)—"'"1 + A4, (a) (1__1,)—"11—'2"- dr

<A@, (l/;, f)

Cependant, un théoréme du a Hardy, Littlewood et Landau'?)
conduit 4 un résultat meilleur. D’aprés une inégalité de I'article cité
on a, en effet, en particulier, lorsque — 1< a<0:

L(r,D°H<K[I, (e, D7 DI L, (r, HI'

ou K est une constante numérique. Or I, étant une fonction ‘crois-
sante de r on a évidemment:

L(r, D7'f) < I,(r, D),

on obtient donc I'énoncé suivant:

VII. Si dans les conditions du théoréme VI a est négatif, on a
pour r<1:

L(r, D) <KI (r.f)
ou K est une constante numérique.

Lorsque a est un entier négatif on a K=1 et il est probable qu’il
en est de méme dans le cas général,

§ 6. Supposons maintenant que g(z)=e"°° +e1z+...+€°" 2"+ ...

ou les #,  sont tous réels, on aura: I, (r, )< L (r, 8) =

1 1
=[+F+r+.. .+ +... ]2=(1—r") "2, donc linégalité (5) fournit
I'énoncé suivant:

VI Si f(z)=a,+a,z+...4+a,z"+... est holomorphe dans le
cercle |z|<1 et si H(z)=b,+b,z+ ... +b,z"+... ou |b,!=]a,|
(n=0,1,2,...) on a pour 0<r<1:

-

L H)<L(yr,HA—1) ?

1) Math. Zeitschrift, 39, 1935, p. 677—95.
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Dans cette inégalité analogue a l'inégalité (3) de I'énoncé II I'ex-
posant % ne peut etre remplacé par un nombre plus petit. En effet,
d’aprés un théoréeme de Hardy, complété par Sidon'?) f(z)=a,+
+a,z+...+a,z +... étant holomorphe dans le cercle [z|<1 et la
série |a,|2+|a,|*+...+|a,[*+... étant divergente on peut trouver des
nombres réels ©, de maniére que l'on ait (b,,=a,,ei6"): L (r, H)>
>L(r,f) [m ()] ot m(r) est une fonction qui augmente indéfiniment
lorsque r—1 mais arbitraiment lentement. En posanta,=1(n=0,1,2,...)
on trouve que I, (Vr,f) ne dépasse pas A log (1—r)™" od A est une
constante (cf. p. ex. les calculs qui suivent I'énoncé IV), on a d'autre

part L(r, D=1 —¢)" % . Supposons que dans (8) 'exposant % soit
remplacé par , —eoiue>0, d'aprés le théoreme de Hardy-Sidon
on aura donc: (1—1'2)_5l Im@I™ <40 —r)E—% log 1—r)™" et par
suite m(r)>(1—r)” 2, si r est assez voisin de 1. Il suffit de choisir

pour m(r) un fonction qui croit assez lentement pour aboutir 4 une
contradiction.

Il résulte d’'une comparaison des énoncés II et VII que 1'on pourra
probablement remplacer dans Il'inégalité (8) les moyennes I, par les
moyennes I, ou p=>1 et

LnH= [ZI;TIf(re’e)V’d@]'ls

Supposons maintenant que f(z2)=a,+...+a,z"+... et g(z)=
=a,+...+a,z +... ol a, désigne le nombre complexe conjugué de a, .
L’inégalité (5) fournit I'énoncé suivant:

VII. Sif'z)=ay+...+a,z"+... est holomorphe dans le cercle
z|<1 ef si F(z)=|a,|’+...+|a,'*z"+... on a pour r<1:
'y 5
L F)<I'WnhH

L’interét de cet énoncé consiste en ce qu'il fournit une limite in-
férieure de I, (r,f), limite exprimée par la moyenne d'une fonction

1) Sidon, Acta Szeged. 7 (1935) p. 173—4.
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a coefficients tayloriens positifs, souvent plus aisément calculable.
En voici deux exemples. Supposons d'abord que |a,|=1(n=0, 1,...),

donc que F(z2)=(1—2)"%. On a dabord I, (r,f) <L (r,/)=(1—r? )_';'
1
Dialitro. patt o 8% Py (L, (1 —2) D1 =+ o B

otic,=(1.3.5...2n—1): (2" n!). On trouve sans peine que ¢, >2"" n 2,

il en résulte que I, (r,F)>1+47" log (1—r") ™" et en tenant compte de
I'énoncé VIII on trouve le résultat suivant:

IX. Sif(z)=a,+...+a,z"+... et sia,|=1 (n=0,1,...) on a
pour 0<r<1:
1
)/ 1+5log(1—) 7 < L, (P < TR

La limite inférieure ne peut étre beaucoup améliorée, car il ré-
sulte des calculs du § 5 (dans lesquels. on. pose k=1).que l'on a
Lifr, d~2)<1+log (L— r)~\. Dlautre part leithéoréme . de Hardy-
Sidon cité au renvoi*?) montre ‘que''la limite supérieure de I, (n f)
ne peut étre amiliorle, sauf peut étre en ce qui concerne un facteur
constant. Supposons maintenant que Ia,,( |="n‘,'\o&laBUrnvi"Oi,‘l,...),
bosbhs> Pz el 22l adenfhgblad, erdia)er Pez)woz (heth) =
Lty ) Ot Fboilve ™SS Bere! due™ e oeticitits"b”
sont d'ordfs dd W=>? 88 it isties qie T, 9)'& TG o) 2Py, TP A

220, 150 i 2k ~ 1
+1b, 1% +°...']"<\A.,(a)(l ?T‘ 205(Sid d = + il faut remplacer
L5 s - N S Rty Jul R =% ,..8) O
(1—r) %3 par [log o {2\ .2, siel< f‘ il fa;.)t' remplacer
e X o Y
(l—r)-"+%par 1). D'autré part un calcul analogue a celui qui a
oot sdnnasla Jdemonstantion; du-dhearkps S35 ORLES SYRL! B8
L (r, 21— Indgbmkbam )3 ", ons 3, sdoresussipl {8, £4)
(1—r)~™. En appliquant I'énoncé VIII et en tenant compte d'autre
pirf, deolinbualite AGefd iptrf Pl be(r 4 non™ebiel ) 2
on obf Ty A . LE80I e1slliV-219itue®D)
3 lent 1«&"\9 9‘/5%95 wolsgied editnud o¢loT 1o etioqsd sonsisd (*
—Ahgl) aqud spanlguigy sob np o3 Snzelo: 3 insanefuah mjtluiann obod e10.8 (%
-dire )r*g)qsslfgq%i su%i"s'o-?maff’ fzjr:ﬁfih'rg’ftél S"Eob gﬂ)%&l‘nﬁhﬁ;;%?'é;ﬁ%ilopwg

m! &flm‘ag: eob esllsa (s)Y 7% .....x 0 envilonol esb ewwslsv xus tnsulite

") Sidon, Acta Szeged. 7 (1935) p. 173—425lla s13ns 291aniteib estuol oS iz g8
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A e < S22
1—r) ( r)°+

ou A, (a) et A, (a) ne dépendent que de a.

L'exemple de la fonction f(z2)=z+2"z’+...+n"2"+... montre que
dans cet énoncé I’exposant a ne saurait étre remplacé par un nombre
plus grand et le théor:me cité de Hardy-Sidon montre que l'ex-
posant a+5 ne peut étre abaissé.

§ 7. Une dérniére application que nous ferons de la formule de
Parseval consiste en un critere de multivalence dans un domaine.
Une fonction méromorphe dans un domaine est dite multivalente
d'ordre p ou p-valente dans ce domaine si elle y prend toute valeur
p fois au plus et une valeur exactement p fois!®). Si toutes les
fonctions f(z) —P(z) ou P(z) est un polynome arbitraire de dégré
(p—1) au plus sont multivalentes d’ordre p dans un domaine f(z)
est dite complétement p-valente dans ce domaine. Nous allons uti-
liser dans les démonstrations les théorémes suivants:

Théoréme d’'Ozakil):

A. Pour qu'une fonction holomorphe dans un domaine D et
qui ne se réduit pas & un polynome de degré < (p—1) soit comple-
tement p-valente dans D il faut et il suffit que I'expression

1 z,...20 " f(z,) 1z, R 2
Qs )= i oo S [
1z,..207" f(z) 1z,..2

dite ,différence divisée d’ordre p“ soit différente de zéro pour tous
les systémes de valeurs z,, z,,..., z, appartenant a D).

1) ¢f; P. Montel, Legons sur les fonctions univalentes ou multivalentes, Paris,
Gautiers-Villars, 1933.

14) Science Reports of Tokyo Bunrika Diigaku, Section A, 3, M 40, 1935,

') Lorsque k de variables deviennent é3ales a z, on doit remplacer dans Q; (k—1)
des k lignes correspondantcs des deux déterminants par celles que 'on obtient en sub-
stituant aux valeurs des fonctions 1, z,..., 2P}, f(2) celles des dérivéss d'ordre
1, 2,... (k—1) prises pour ' la valeur 2,; il suffit d'ailleurs de considérer les valeurs

£y,..., Z, toutes distinctes entre elles.
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Théor>me de Montel?'®):

B. Si f(z) est holomorphe dans un domaine D, on a

Z

Zy .2 )= P

Q(zy, .-+ 2,) o1

Z, étant l'affixe d'un point du domaine de convexité de l'en-

semble F, des valeurs prises par f”’) (z) lorsque z décrit le polygone
de convexité des points z, z,,..., z,").

Remarque. De I'expression de Q;(z,...,z,) il résulte immédiate-
ment l'identité:

Qjie) 2oy ver 2,) =K" Qy,, (k2o, k2y,..., k2,)

Nous allons établir d’abord I'énoncé suivant:

X. Supposons que les fonctions f(z) =a,+...+a,z"+... et g(z2) =

=by+...+b,2"+... soient holomorphes dans les cercles lz| <R, et
z| <R, respectivement et qu'elles satisfassent dans ces cercles a des

inégalités |arg e"f(z)| <an et |arg e“ 8" (z)|<Bn ou i et u sont réels
et a+p<5. Dans ces conditions la fonction:

H(z)=H ("}, g)=80bpz°+a,bp+lz"“+...+a b, 227"+

n“p+n
est holomorphe et complétement p-valente dans le cercle |z| <R, R,.

Or peut évidement supposer que 4= u=0.

D’aprés la formule de Parseval on a:

du

u

WER R K X
HW =5 ) wi@e()
ol C est la circonférence |u|=R,—e, donc en tenant compte de

I'expression de Q; on obtient I'égalité:

Qu a2, =-2,{—icfu"f<u)og<%)<z.,...z,, .

%) Ann. di Pisa, (2), 1, 1932. Journ. de Math. pures et appl, 16. 1937,

17) Le domaine (le polygone) de convexité d'un ensemble E est le plus petit do-
maine fermé (polygone) convexe qui contient tous les points de E. On suppose que
polygone de convexité des points zg,...., g, est intérieur a D.
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et d'aprés la remarque qui suit I'énoncé B de M. Montel:

Qu (zil"‘zr) = g,lucff(u) QQ(‘E&' %P) ‘_1:

donc en tenant compte de I'énoncé B:

Qulev-2)= 305 [ Fy 2o 0 8

ou Z, (u) appartient au domaine de convexité de lI'ensemble des va-
leurs prises par g™ (z) lorsque z décrit le polygone de convexité des
points z,u ..., z, u’

Or si |z,/<R,R, pour i=0,1,..., p et si e est assez petit on a
lz,u™|<R, donc |arg Z,(u)|<np. D’autre part on a|arg f(u)l<na

et du: (2xiu) >0, donc arg Q (zo,...,zp)<n(_a+/3)<%et par suite

Qp (zgseior 2,) +0, ce qui acheéve la démonstration, en vertu de I'é-
nonceAdeOzakx PR e By | A

Remarques. En appliquant 1énoncé' de M: Motitel a la foncs
tion H (z). et en faisant tendre tous les pomts Zi "ZP vers un m3me
point ‘'z on \01t,« H‘apres ce qui precede é]ué dafis le cercle l{‘z)lk R R,
on & largH .\ @Jﬁwmﬂl«n«lh,?ﬂ\ réspltey \dapees ., uy théarime \de
W.'Rogosinski'®) que H(z) et ses dérivées d'ordre < (p—1) sont
bornées dans le mémd) cencle (deméme, g{z) ext-bornée dans:lecercle

|z|<R,). Comme on .y nolgvorn u‘l ab olummot sl e$1q8’d

i mzﬁ‘{f fn‘fmf |, Y,'_[ HDW,) du,
08 l%’sq%?egrﬂ%rsm%onf’ prlses sulvzi}né_3 “é%agélt?g ﬁm@”?‘g 01'1 m?: ay

foie s'x %51
point z on a aussi |arg[H (2) z‘:}’jjl 2

Voici ute application,dy dhéotipe X (5 0

18)_Math. Zeitschrift, 17, 1923. St

19) Ceter Ginéaaligé;qpent aussj a'ktblin, damztememucm €8 posant, 4,42 =8 @) —
ulptiseq ., 2ulq bl fesPTlubtnaouve e Hindulivé - 1b8fms{’)7(l) pKofm eabraide(Ta sui-
PR PR, G 27 RO R GRS Y, g3t deme daps

quer I"énoncé IIL £ 1ushdinl 129 ¢x ..., o3 2laloq esh dtixovnoo sb smonyloq
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Xa. Si f(z)=a,+...+a,z"+... est holomorphe dans le cercle
|z|<R et si l'on a:

d’12°f(2)] =
arg SR <3

dans ce cercle, alors la fonction:
H(@)=H(f,Z)=ayz°+...+ a,_,2"+...

est complétement p-valente dans le cercle |z| < R’.

En effet, il résulte de I'in3galité de I'’énoncé que l'on a aussi
largf (z) | <z(cf. les remarques qui précedent), il suffit donc d’appliquer
I'énoncé X en y posant g(z)=2z"f(2).

L’énoncé Xa est a rapprocher de I'énoncé suivant dua S. Ozaki
(loc. cit. sous®)) et qui résulte imm2diatement des théorémes A et B:
»Si f(z) est holomorphe dans un domaine convexe D et si l'on a

d’12°f (2)]| =
ZPZ <2

| ar
: dz

dans ce domaine, alors la fonction z°f(z) est complétement p-valente
dans D*.29)

§ 8. On peut étendre les résultats précedants en partant de la
remarque que la somme des deux quantités complexes qui se trou-
vent dans un méme angle de centre origine et d’ouverture inférieure

Y

a % appartient aussi a cet angle et en utilisant I'égalité évidente:
Qpyttitentty (Zor - 2) = Qp (20... 2) +Qy, (zg. .- Z)5F . h @) Mzl oz,),

on obticnt ainsi la généralisation suivante de 1'énoncé X:

Xb. Supposons que les fonctions f,(z),...f,(z) soient holomor-
phes dans le cercle |z| <R, que les fonctions g,2),...,8,(z) soient
holomorphes dans le cercle |z| <R, at que ces fonctions satisfassent

dans ces cercles & des inégalités |arge” f,(2)|<a,net|arge” g? (z)|<

*) I.'énoncé ci-dessus ne zonstitute qu'un cas particulier du théoréme de M. O zak i,
pour obtenir ce dernier il faut remplacer dans ’énoncé du texte z” f (z) par f(2).
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<p,m ou 1 et u sont réels et a,.+ﬂ,<%(i=1,2... n). Dans ces con-
ditions la fonction:

H(zpfp g1)+--'-*_ H(prn’gn)
est holomorphe et complétement p-valente dans le cercle |z|< R|R,.

Voici un exemple dapplication de I'énoncé Xb:

Supposons que f(z)=a,+...+ &,z +... soit holomorphe dans le
cercle |z| <R, posons f,(z)=[f(z)— a, z '=ata,z+... et f,(z)=
=[f1(z)—81]-z-l=82+aaz+ et supposons que l'on ait dans le
cercle |z!<R larg f(z)|<a,n, |larg f,(2)| <a,n, | arg f; (2) | <f = et
arg 1f¥ (2)— =l <B,n ot a,+B,<7 et a,+B, < % Dans ces conditions
la fonction:

D (2 =2(an_p8n+z—3n+1an_p+x) Zn=2,1n-f {;(fl) i (u) b
n=p c

ou C est la circonférence 'ul=R—¢ est holomorphe et compléte-
ment p-valente dans le cercle |z| < R?!).

u u

§ 9. On peut obtenir d’autre extensions en répétant plusieurs
fois les raisonnements employés. En voici quelques exemples.

XI. Considérons les fonctions f(z)=a,+...a,z' +...,8(2) =
=b,+...+b,z"+... et k(z)=c,+..+c,2z"+... holomorphes dans les
cercles |z|<R,, |1z|<R, et |z| <R, respectivement. Supposons que
I'on ait dans ces cercles |arge”f(z)| <an, | arg e*g® (2) | < B,
larg e k(z)| < ynouiu et v sont réels et at+pf+y<3. Dans ces
conditions la fonction:

Hl(z)=H(z”f.g,z”k)—':aobpcoz"+...+a b,c ,,__pz+

n—p

est holomorphe et complétement p-valente dans le cercle | z| < R, R, R,*?)
On peut supposer que Ai=pu=v=0. En posant H(z) =H(Z"f.g)
nous avons vu (cf. I'’énoncé X et les remarques du § 7) que H(2)
est holomorphe dans le cercle |[z|<R, R, et que l'on a dans ce

1) On a considéré des formules analogues a la formule de Parseval dans les-
quelles figurent sous signe d’une intégrale multiple des déterminants analogues a celui
qui vient d'étre écrit, cf. Encyklopidie 1IC4 Neuere Untersuchungen iiber Funktionen
von komplexen Variablen von L. Bieberbach, p. 473.



Sur quelques applications de la formule de Parseval 39

cercle |arg H? (z) |<(a+f)n. Or on a H,(z)=HI[H (2), 2’ k] en
appliquant donc encore une fois I'énoncé X on obtient le théoréme XI.
XIL. Considérons les fonctions f(z)=a,+...+a,z"+...,8(2)=

=b,+...+ b,2"+... et k(z2)=c,+...+c,z" +... holomorphes dans les
cercles|z|< R, |z|<R, et |z| <R, respectivement. Supposons que

I'on ait dans ces cercles | arg e f(z)|<an, | arge” g® (2)|<pB=,
larg e k()| <yx ou 4, u et v sont réels et a+pf+y<?%. Dans ces
conditicns la fonction:

H,(z2)= H(Zf,g.k)=a,b,c,z’+...+a,_,b,c, 2" +...

est holumorphe et complétement p-valente dansle cercle|z|<R,R, R,*).
Supposons que A= x=v=0. En posant toujours H(z)=H (z"f, g)
on trouve (cf. les remarques du § 7) que H(z) est holomorphe dans
le cercle |z|<R,R,R, et que l'on a dans ce cercle | arg[H (z) z "]|
<(a+p)n. Or on a H,(z) =H[H (2),kl=H (2" [H (2) z7"), k), donc en
appliquant I'énoncé X on obtient le théoreme XII

Il est clair comment on pourra généraliser en introduisant un
nombre quelconque des foncticns f(2), g(2), k(2), 1(z), m(2)... et en
formant, comme au § 8, la somme d'un nombre quelconque des
fonctions analogues aux fonctions H,(z) et H,(z) du § 9.

Streszczenie.

Podaje kilka zastosowan klasycznego wzoru Parsevala do badania
funkcji:

H(f,g)=a,b,+...+a,b,z"+...
gdy dane sa funkcje:
f(z)=ay+...+az"+... oraz g(z)=b,+...+b,2"+,..

odpowiednio holomorficzne w kolach |z|<R, i |z|<R,.

*) il résulte de la démonstration (cf. les remarques du § 7) que l'on a dans le
cercle | z| < R, R, Ry,| arg H{P) (2) | <(a+p~+7) = et aussi| arg [z—p H, (2)] | < (@+p+) =.

%) 1l résulte de la démonstration (cf. les remarques du § 7) que l'on a dans le
cercle | 2| < R, B, R,,| arg H;-"’ (2) | <(a+B+y) netaussi| arg [z7P H, (2)) | < (a+p+7)7.
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Itak np. jesli largfl<an, larg g| <Pfn,a+B<73 to largH | < (a+p)x.
Jesli Ry=R,=1 to sSrednia modutu H wzdluz kola |zl=r<1 nie
przekracza iloczynu $rednich moduléw f i g wzdluz kota |z|=Vr.
Korzystajac z tej uwagi badam wplyw réiniczkowania rzedu ulam-
kowego albo tez zmiany wylacznie argumentéw wspolczynnikéw
Taylora na zmiang wartosci Sredniej modulu. W ostatniej czesci
pracy podaje kryterium dostateczne na to by funkcja H (z° f,g) byla
p-listng w kole |z| < R, R,.



